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primii ani de studii şi profesorilor din învățămîntul mediu şi 
elementar. 
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DIN PREFAȚA AUTORULUI LA PRIMA EDIŢIE 


Există multe cărți bune, a căror sarcină este de a trezi intere- 
sul pentru matematică. Cartea de față are alt scop: ea este 
destinată acelora care se interesează de matematică, dar nu au 
suficientă pregătire pentru a citi literatura de specialitate. De 
aceea, cititorul nu va găsi aici nici sarade matematice, nici anec- 
dote amuzante. Această broșură este consacrată expunerii accesi- 
bile, însă serioase, a unor capitole din teoria numerelor întregi. 
Pentru înțelegerea ei sint suficiente cunoștințe elementare de 
aritmetică si de algebră, predate in clasele VIII—IX din scoala 
medie. Autorul s-a străduit să ofere material de lectură profeso- 
rilor începători din invățămintul mediu, studenților de la institu- 
tele pedagogice si, mai ales, elevilor care fac parte din cercurile 
de matematică. 

Această carte nu este un manual. De aceea, pentru a face 
expunerea mai atrăgătoare, autorul a renunțat intenționat la 
expunerea sistematică a elementelor teoriei numerelor. Poate insă 
că studenții vor vedea în ea o trambulină comodă pentru a se 
lansa din confortabila aritmetică elementară în serioasa și preten- 
tioasa teorie a numerelor. 

Autorul mulţumeşte tuturor celor care au contribuit la scrierea 
și la publicarea acestei cărti. Autorul este deosebit de recunoscător 
profesorului A. F. Bermant, care a citit cu atenție manuscrisul si 
i-a dat indicații valoroase. 


Moscova, 1947. 


INTRODUCERE 


oțiunea de număr natural a apărut din necesitatea 
de a număra, pe primele trepte ale dezvoltării socie- 
tății umane, cu mult înaintea apariţiei noţiunilor de 
umăr îracționar și număr negativ. Se numesc natu- 
rale numerele unu, doi, trei, patru, Cinci, șase etc. 
Omul contemporan se familiarizează cu ele începînd cu virsta 
preșcolară. 


Totuși, deși sint uzuale și cotidiene, numerele naturale au 
multe proprietăți care sînt departe de a îi unanim cunoscute. 
Există o știință specială, teoria numerelor, care se ocupă -cu 
studiul lor. Știința aceasta are o particularitate interesantă : pro- 
blemele ei par simple și accesibile, iar rezultatele lor pot fi expuse 
persoanelor cu oarecare cultură. Însă rezolvarea problemelor și 
metodele prin care se ajunge la rezultate sînt cîteodată extrem 
le dificile și pe alocuri inaccesibile chiar celor mai buni mate- 
teni. Marele matematician german Gauss (1777—1855) a 


= 


pe bună dreptate, că aritmetica este regina matematicilor. 


i i 
li 


Bineînţeles, el nu se referea la aritme 


imerelor, care mai este denumită și aritmetică superioară și a 


la teoria 


ltare a fost puternic influențată de luc lui Gauss. 

o infinitate de numere naturale, dar nu există printre 

are lie cel mai mare. Acest fapt ni se pare clar. În 

cit mare ar fi numărul pe care îl luăm, dacă îi 

ugăm o unitate, obținem un număr și mai mare. Caracterul 

finit al șirului numerelor creează dificultăţi considerabile la 
ndamentarea logică a aritmeticii. 


In cartea de față nu ne ocupăm de fundamentele -aritmeticii 


(axiomele și regulile ei cele mai simple). 


Sirul numerelor naturale, adică al acelor numere care servesc 
pentru a număra obiectele, începe cu unu, nu cu zero. Zeroul se 
introduce împreună cu numerele negative pentru a iace posibilă 
operaţia de scădere chiar și în cazurile cînd scăzătorul este egal 
sau mai mare decît descăzutul. Numerele întregi pozitive, cele 
întregi negative și zero formează sistemul numerelor întregi, ale 
cărui reguli fundamentale de efectuare a operaţiilor le învăţăm la 
începutul cursului de algebră din școala elementară. În această 
lucrare ne vom ocupa în special de proprietățile numerelor natu- 
rale. Vom recurge însă și la numerele negative și la zero acolo 
unde aceasta va putea simplilica expunerea. 

Ce fel de chestiuni referitoare la numerele naturale vor- 
studiate ? În primul rînd, diferitele procedee pentru a le scrie și a 
le nota, dezvoltarea acestor procedee și relaţiile dintre ele. Apoi 
se vor aborda problemele care apar la împărţirea numerelor 
întregi (divizibilitatea, cel mai mare divizor comun, descompune- 
rea în factori primi etc.). În capitolele de la sfirșitul cărui vor fi 
expuse unele proprietăți ale numerelor prime. —— 

De teoria numerelor prime s-au ocupat unii dintre 
buni matematicieni ruși: Cebișev, Zolotariov etc. În secolul « 
XX-lea, rezultate dintre cele mai importante în acest domeniu 
au fost obtinute de matematicieni sovietici ca L. G. Șnirelman și, 
îndeosebi, academicianul I. M. Vinogradov. Despre aceste rezul- 
tate vom vorbi în ultimul capitol al cărții noastre. 
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CAPITOLUL I 
SISTEMUL NOSTRU DE NUMERAȚIE 


mul primitiv aproape că nu era pus în situaţia de a 
număra. „Unu“, „doi“ și „mult“ erau toate numerele 
cunoscute de el. Insă noi, oamenii contemporani, 
sintem nevoiți să avem de-a face cu numere la fie- 
care pas. Trebuie să știm cum se denumește și se 
scrie corect orice număr, oricît ar fi de mare. Dacă fiecare număr 
ar avea un nume și s-ar nota în scris printr-un semn special, 
nimeni nu ar fi în stare să ţină minte toate aceste cuvinte și 
toate aceste simboluri. Cum rezolvăm deci această problemă ? 
Ne vine în ajutor un sistem de notații raţional. Un ansamblu de 
citeva denumiri și simboluri, care ne permite să scriem orice 
număr și să-l denumim, se numește sistem de numerație 
sau, mai simplu, numerație. 


Numerația noastră obișnuită folosește pentru scrierea nume- 
relor zece simboluri diferite. Nouă dintre ele servesc pentru nota- 
rea primelor nouă numere naturale (1, 2, 3, 4,5, 6, 7,8, 9), iar al 
zecelea nu desemnează nici un număr ; el reprezintă „albitura“ 
(intervalul) atunci cînd scriem numerele. Acest simbol se numește 
Zero Și se scrie 0. 

Aşadar, avem nouă simboluri pentru notarea primelor nouă 
numere și un al zecelea simbol — zeroul — „intervalul poziţio- 
nal“. Aceste simboluri se numesc cifre. 

Se pune întrebarea: cum putem scrie numerele cu ajutorul 
celor zece cifre? Să ne gîndim întîi cum am număra o cantitate 
mare de obiecte de același fel, de exemplu chibrituri. În acest scop 
am așeza întii obiectele în grămezi de cîte zece, obţinind astfel 
un anumit număr de zeci (și, eventual, ne-ar mai rămîne citeva 


obiecte care nu au format o grămadă întreagă de zece). Mai 
departe ar trebui să numărăm grămezile de cîte zece. Dacă am 
avea foarte multe asemenea grămezi, le-am grupa iarăși cîte 
zece etc. 

In felul acesta, ajungem la ideea fundamentală a sistemului 
nostru de numerație, la ideea unităţilor de diferite ordine. Zece 
unități formează o unitate superioară, de ordinul zecilor, cu alte 
cuvinte, zece unități de primul ordin formează o unitate de al 
doilea ordin. Zece unități de al doilea ordin formează o unitate 
de ordinul al treilea. În general, zece unităţi de un anumit ordin 
formează o unitate de ordinul următor. 

Cu toată simplitatea aparentă, acest sistem de numerație a 
parcurs o cale foarte lungă în dezvoltarea sa istorică. La crearea 
lui au păi multe popoare. 

Se pune o întrebare legitimă: de ce au început oamenii să 
grupeze obi iecțele cîte zece și nu cîte cinci sau cîte douăsprezece ? 
De ce o unitate de un anumit ordin este de zece ori mai mare 
decît o unitate de ordinul precedent și nu de opt sau de trei ori 
mai mare ? 

Sistemul de numerație cu baza zece a devenit foarte răspîndit 
pentru motivul că omul dispune > de „o mașină de calcul“ naturală, 
legată de numărul zece : cele zece degete de la miini. 

Folosind cele zece simboluri principale și unele cuvinte de 
legătură, putem scrie orice număr ; de exemplu „cincizeci și şapte 
ar putea [i scris astfel: „5 unităţi de ordinul al doilea și 7 unităţi 
simple“. Acest mod de scriere este însă greoi. Este mai comod 
și mai scurt să renunţăm la cuvinte Și să folosim simboluri (cifre), 


In adevăr, în acest caz, numărul „cincizeci și şapte“ se scrie : 57. 
Aceste două cifre puse una aga alta reprezintă suma a două 
ntfmere : cea din dreapta (în exemplul nostru 7) dă numărul de 
nități de ordinul întîi (simple), iar cea din stîn ga (5) dă numărul 
de unități de ordinul al doilea (zeci). Dacă am serie trei cifre una 


lingă alta, atunci cea din dreapta reprezintă unitățile de ordinul 
intii, cea din mijloc unitățile de ordinul al doilea, iar cea din 
stînga unitățile de ore Ala al treilea (sute k De exemplu 238 esti 
suma dintre două sute, trei zeci și opt unităţi. In general, din cou 
cifre scrise una lîngă alta, cea din stînga reprezintă unități 
zece ori mai ma ri decît unităţile reprez gi de cifra din daia 
Nu numai cifra prezintă importanţă, ci și locul sau poziţia!) ei 
De aceea, sistemul nostru de numer "at 
rație pozitional. 


) Cuvintul poziție (aşezare) vine de la latinescul „positio“. 


este un sisten de nume- 


Să scriem, conform numerației noastre, numărul „o sută doi“ 
Aici avem o unitate de ordinul al treilea (o sută) și două unități 
de ordinul întîi. Nu putem scrie „12“, deoarece altfel se scrie 
numărul „doisprezece“. Nu este comod nici să scriem „1 2%, 
lăsînd un interval pentru ordinul care lipsește; în felul acesta 
s-ar putea crede că am scris rărit numărul „doisprezece“ sau pur 
şi simplu două numere „unu“ și „doi“. Cum să distingem, în 
scrierea noastră, numerele „doisprezece“ și „o sută douăzeci“ ? 
Unde să lăsăm acum locul liber ? Pentru înlăturarea acestor in- 
conveniente a fost introdus „intervalul poziţional“, cifra zero. 
Ea se scrie în locul ordinului care lipsește. Datorită acesteia, 
numerele „doisprezece“, „o sută doi“ și „o sută douăzeci“ se scriu 
liecare astiel: 12; 102; 120. 

Numeraţia pozițională zecimală era cunoscută în India acum 
circa 1500 de ani (poate chiar înainte); în Europa ea a fost intro- 
dusă de arabi, care au cucerit Spania în secolul al VIII-lea e.n. 
Numeraţia arabă s-a răspîndit în toată Europa. Fiind mai 
simplă și mai comodă decît celelalte numeraţii, de care ne vom 
ocupa în capitolul următor, le-a luat curind locul. Obiceiul de a 
da cifrelor noastre denumirea de arabe s-a păstrat pină astăzi. 
De altfel, în timp de 1000 de ani toate cifrele, cu excepţia lui 

( 


| și a lui 9, s-au schimbat mult. Pentru comparație prezentăm 


) 


cifrele noastre „arabe“ și adevăratele cifre arabe: 
Arabe 1 POR uA 7 AA A.A . 


Europa, 


secolul X 1 Z é 5 k & V 7 q (6) 


Europa 


-seoolul XIV Mrk SE II A n e a e 
Sp 9 


Contemporane 7 2 Pong 9 0 

Să spunem cîteva ctivinte despre denumirile numerelor. Denu- 
mirile primelor șase ordine (unităţi, zeci, sute, mii, zeci de mii, 
sute de A sint foarte vechi si diferă de la un popor la altul. 
Studiul originii acestor denumiri îi revine lingvistului, nu mate- 
maticianului. Cuvîntul „milion“ osie de origine relativ recentă. 
In limba italiană „millione“ este un augmentativ al lui „mille“ 
care înseamnă „mie“. Cuvintul „milion“ a fost inventat de cunos- 


cutul explorator venețian Marco Polo (secolul al XIII-lea), căruia 
numerele obișnuite i s-au părut insuficiente pentru a relata extra- 
ordinara abundență de oameni și de bogății din îndepărtatul 
Imperiu al Cerului 1). Astăzi denumim milioane, zeci de milioane 
și sute de milioane unităţile de ordinele al șaptelea, al optulea și 
al nouălea. O mie de milioane formează un bilion sau un miliard, 
iar mai departe, pentru a crea denumiri ale numerelor, aceleași 
in toată lumea, se folosesc numeralele din limba latină. Pentru 
a înțelege mai bine cum se construiesc denumirile acestor numere 
gigante, amintim că trei ordine formează o clasă. Astiel: uni- 
tățile simple, zecile și sutele formează prima clasă ; miile, zecile 
de mii și sutele de mii, a doua clasă; milioanele, zecile de mi- 
lioane, sutele de milioane, a treia clasă; bilioanele, zecile de 
bilioane, sutele de bilioane, a patra etc. 

Pentru a denumi o unitate a unei anumite clase, începînd cu 
a patra, trebuie să micșorăm cu doi numărul de ordine al clasei, 
iar la numărul obţinut (luînd denumirea latină) să adăugăm ter- 
minația „ilion“. Astfel, o unitate din clasa a cincea se numește 
„trilion“, pentru că 5—2=3, iar 3 se numește în limba latină 
„tres“ (în cuvintele compuse însă „tres“ trece în „tri“). Să luăm 
o unitate din clasa a douăzeci și doua. Ne dăm ușor seama că 
aceasta va fi o unitate de ordinul al 64-lea (o unitate din clasa 
douăzeci și două este precedată de 21 clase, adică de 21 X3=63 
ordine). Aşadar, acest număr se scrie astfel : 


1 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 600 000 000 000 000 000 000 000 


Ce nume să-i dăm? Scădem doi din numărul clasei : 22—2=20; 
în limba latină, douăzeci se spune „viginti“, deci numărul nostru 
se va numi „vigintilion“ 

*Denumirile acestea sint însă incomode. În primul rînd, nu toți 
știu latineste. În afară de aceasta, denumirile numerelor foarte 
mari sînt greu de pronunțat. Chiar un = cunoscător al limbii 
latine nu va fi în stare s să denumească, de exemplu, un număr 
format din cifra | urmată de cinci die de zerouri. De altlel, 
practic, este imposibil să scriem un astfel de număr. 

De ce nu se schimbă atunci procedeul pentru denumirea și 
scrierea numerelor mari ? Oare nu se pot introduce raționalizări ? 
Desigur se poate şi este chiar relativ ușor, dar nu este necesar. 
Numerele mari, de felul gigantului scris mai înainte, apar numai 
în culegerile de curiozi tăți matematice și în unele capitole ale 
teoriei numerelor. 


1) Așa se numea China în vechime. 
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Daţi-mi voie, ne va întrerupe cititorul, dar în fizică, dar în 
astronomie? În adevăr, numerelor mari li se spune și numere 


„astronomice“ | 


Răbdare, cititorule ! Ne vom ocupa acum și de numerele „astro- 
nomice“. Vom da însă înainte o tabelă a denumirilor unităţilor din 
ordinele superioare, nu atît pentru utilitatea lor (după cum vom 
vedea imediat, folosul lor nu este prea mare), cit pentru satis- 
facerea curiozității. 

1 000 000 000 (unitate de ordinul 10 sau clasa 2 — bilion; 
1 000 000 000 000 (unitate de ordinul 13 — trilion; 


1 000 000 000 000 000 (unitate de ordinul 16 sau clasa 6) — cvadrilion ; 
1 000 000 000 000 000 000 (unitate de ordinul 19 sau clasa 7) — cvintilion. 


Urmează apoi sextilionul, septilionul, octilionul, nonilionul, 
decilionul, undecilionul etc. 

In unele yari, de exemplu în Franţa, bilionul nu reprezintă o 
mie de milioane, ci un milion de milioane, adică o unitate de 
ordinul 13; t ihom este un milion de astfel de bilioane „mari“ 
(el corespunde cvintilionului nostru) etc. luînd clasele de cîte șase 
ordine, și nu de cîte trei. Aceasta simplifică întrucîitva denumirile 
numerelor mari 

Să trecem acum la a ȘI astronomice“. Inainte de a 
„porni“ în spațiul interastral, să le căutăm pe Pămint. Prin ce 
numere se exprimă, de exemplu, aria, volumul și masa globului 
terestru ? Dacă vom cerceta orice manual de geografie, vom găsi: 


aria globului terestru 509 000 000 km? 
volumul globului terestru 1 070 000 000 000 km? 
masa globului terestru 6 000 000 000 000 000 000 000 t. 


Ultimul număr reprezintă șase fra de ordinul 22, adică șase 
sextilioane. 

Toate aceste numere se caracterizează printr-o particularitate : 
le sint numere „rotunde“, care se termină cu zerouri. Bineînţeles, 
atit aria, cît și volumul Pămintului nu se pot exprima decît apro- 
ximativ prin astfel de numere „rotunde“ de kilometri pătrați și 
cubi. „Rotunjimea“ este aici aparentă. In adevăr, toate măsură- 
torile geodezice de pe suprafața terestră sînt aproximative, deși se 
efectuează cu deosebită grijă ; de aceea și numerele care exprimă 
aria și volumul globului terestru sînt aproximative. 

Să cercetăm mai atent numărul 509000 000 (cinci sute nouă 
milioane). Cele şase zerouri din dreapta nu înseamnă că lipsesc 
miile și ordinele inferioare. Aceste ordine ori ne sînt necunoscu le, 

ori le omitem anion at, deoarece nu avem nevoie de atîta preci- 
zie. Rotunjim rezultatul și spunem: numărul de kilometri pătrați 
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ai suprafeței terestre este format din cinci sute nouă milioane şi 
un număr de mii, sute, zeci și unităţi, pe care nu le indicăm exact. 

În viaţa de toate zilele, cînd numărăm obiecte în cantităţi 
foarte mari, de exemplu locuitorii unei țări sau globulele roșii 
din sîngele omului, sau cînd măsurăm diferite mărimi, reuşim să 
determinăm numai primele 3—4 cifre exacte ale rezultatului. 
Chiar în cele mai precise măsurători din fizica modernă, cu toate 
precauțiile luate, nu reușim să obținem mai mult de șapte, iar în 
cazuri foarte rare, opt cifre exacte. In cazul în care găsim un 
număr întreg mai mare de opt cifre, sîntem nevoiţi să adăugăm 
la sfîrşit zerouri. Așadar, orice număr mare, pe care l-am întilni 
în experiențe sau în practica zilnică, poate fi scris ca produsul 
dintre un număr de cel mult opt cilre (în majoritatea cazu- 
rilor de numai trei-patru cifre) și „o unitate cu zerouri“ 1). De 
exemplu, aria Pămîntului de 509000000 km? se poate scrie 
509X 1000000 sau 509-1000000. Numerele pînă la un miliard 
sînt relativ ușor de denumit și de scris. Deci toată problema se 
reduce la a scrie și a denumi în mod raţional numerele reprezen- 
tate printr-o unitate cu un număr mai mare de zerouri decit în 
cazul miliardului. 

Aici ne vine în ajutor noţiunea de putere. Un număr reprezen- 
tat printr-o unitate urmată de zerouri este o putere a lui zece. 
De exemplu, o sută este puterea a doua a lui zece (100=107), 
o mie este puterea a treia a lui zece (1000=105) etc. În general, 
un număr reprezentat printr-o unitate urmată de zerouri este c 
putere a lui zece, egală cu numărul de zerouri. 

Generalizind, avem 


0000...000=107. 


p zerouri 


* Astfel, o unitate de ordinul al n-lea este puterea a (n—l)-i 
a lui zece (de exemplu milionul, adică unitatea de ordinul al 7-lea 
reprezintă 105). 

Aceste consideraţii ne permit să denumim și să scriem foarte 
scurt și comod toate numerele pe care le întilnim în știință și în 
viața practică. Să considerăm, de exemplu, masa globului terestru 
lată numărul care o exprimă : 


6 000 000 000 000 000 000 000 tone. 


Acum îl putem scrie 6: 102! tone și citim : „șase ori zece la puterea 
douăzeci și unu tone“. Este și scurt și comod. 


1) Aşa se numește pe scurt un număr în care prima cifră este 1, iar toate 
celelalte sînt zerouri, cum ar fi 10, 100, 1000, 10000000 etc. 
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Pentru a ne obişnui cu acest sistem de notații și denumiri, 
să analizăm cîteva exemple. 

După primul război mondial (1914—1918), în mai multe ţări, 
inclusiv Rusia, distrugerea economică a fost însoţită de o devalo- 
rizare a banilor. A fost necesar să 
se emită cantități imense de hirtii 
cu valoare nominală din ce în ce | 
mai mare. Acest fenomen, denumit \ 
inflație, a fost însotit în Rusia de 50 
mai multe ori de o denominalizare, 
adică de emiterea unor bancnote cu 
valoare nominală relativ scăzută, 
specificîndu-se însă că o rublă din 
noua emisiune este egală cu o sută 
sau cu o mie de ruble din emisiunea 
precedentă. Aceste denominalizări 
au permis ca pe semnele monetare 
să nu se imprime numere prea mari : 
nu s-a mers dincolo de milioane. În 
schimb, în Germania, unde inflația 
nu a fost însoţită de denominalizare, 
existau bonuri și chiar timbre poștale cu o valoare nominală 
imensă : zeci şi sute de miliarde de mărci! În fig. 1 sînt repro- 
duse citeva timbre poștale cu asemenea valori nominale „astro- 
nomice“. Valoarea nominală maximă a unui timbru poștal emis 
in Germania a fost de 50 miliarde, adică 5- 1010 mărci; s-au 
emis bonuri cu valori și mai mari. 

Un exemplu clasic de număr gigant este răsplata pe care a 
cerut-o inventatorul jocului de șah dintr-o veche legendă orien- 
tală. Se spune că el a cerut pentru primul pătrăţel al tablei de 
sah un bob de orez, pentru al doilea două, pentru al treilea 
patru etc.; pentru fiecare pătrățel următor de două ori mai mult 
lecît pentru cel anterior. Această cerere, în aparență modestă, 
s-a dovedit a fi irealizabilă : toate orezăriile lumii nu erau în stare 
să cuprindă orezul cerut de vicleanul inventator. În adevăr, pentru 
primul pătrăţel el ar îi trebuit să capete un bob, adică 2—1. Pen- 
tru primul şi al doilea pătrăţel, la un loc, i se cuveneau 1+2=3= 
=2:2— | boabe. Pentru primele trei pătrăţele, urma să primească 
|+24+4=7=2:2+2—1 boabe. Rezultă că pentru primele a pătră- 
tele, trebuia să i se dea 

2-2... 2—1=2"—1 boabe. 


S a 
de a ori 


MILLIONEN 


50000 009.4 


Fig. 1 


Așadar, pentru cele 64 de pătrăţele i se cuveneau inventato- 
rului 26—1 boabe !). Numărul 28 se calculează în modul cel mai 
ușor, folosind proprietatea de asociativitate a înmulţiri ; în ade- 
văr, 2% este produsul a 64 de factori egali cu 2; putem forma trei 
grupe de cîte 20 şi o grupă de 4 factori egali cu 2; vom avea 


64 — 920 . 920 . 920. o4 


Este uşor să calculăm 2!°=]1 024. Inmulţind 1024 cu el însuși, 
obținem 220= 1 048 576. Prin urmare, 


264 = ] 048 576- 1 048 576- 1 048 576- 16. 
Ne rămîne să efectuăm o înmulţire plicticoasă, însă ușoară. In 
cele din urmă obţinem 


264 —] = 18 446 744 073 709 551 615. 


Numărul acesta se citeşte: optsprezece cvintilioane, patru sute 
patruzeci și șase cvadrilioane, șapte sute patruzeci și patru tri- 
lioane, șaptezeci și trei bilioane, șapte sute nouă milioane, cinci 
sute cincizeci și una mii, șase sute cincisprezece. El este aproxi- 
mativ egal cu 18: 10!8 (se citeşte „optsprezece ori 10 la puterea 
optsprezece”). 

Să ne amintim de cunoscuta problemă referitoare la numărul 
cel mai mare care se poate scrie cu trei cifre de 9. 

Ca rezultat nu vom obține numărul banal 999, nici impresio- 
nantul 99 sau 999, ci gigantul „cu trei etaje“ 9%. Cu ajutorul 
sistemului nostru de numerație, el se scrie aproximativ astfel : 
4- 10369 693 099 (patru ori zece la puterea trei sute șasezeci și nouă 
milioane, șase sute nouăzeci și trei de mii, nouăzeci și nouă). 
Chiar sub forma aceasta prescurtată este greu să-l rostim ! 

Prin urmare 

999244 - 10369 693 099 
(= este semnul egalității aproximative). 

În comparaţie cu acest număr imens, numerele „astronomice“ 
apar ca niște pitici jalnici. Să luăm, bunăoară, distanța pînă la 
cele mai îndepărtate galaxii accesibile observaţiilor cu instrumen- 


i) Cititorii familiarizați cu progresiile îşi vor da seama că numerele de 


boabe care revin fiecărui pătrăţel formează o progresie geometrică cu raţia 2, 


adică = 1, 2, 22,..., 26. Suma termenilor acestei progresii este 
D64 — ] 
ca RE iri [e d pi 
2—1 
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tele moderne. Galaxiile sînt: sisteme stelare grandioase formate 
din miliarde de stele ; ele sînt situate la distante atît de mari, încît 
lumina lor ne parvine aproximativ într-un miliard de ani. Aceasta 
înseamnă că sînt situate la o distanță de aproape 10° km sau 
1022- 105= 1077 cm (un kilometru are 100000 = 105 cm). În fizică, 
obișnuim să exprimăm toate lungimile în centimetri ; de aceea, am 
exprimat în centimetri și această distanță. Numărul 1077 este rela- 
tiv ușor de denumit : în adevăr el este egal cu o unitate de ordinul 
a douăzeci și optulea sau o unitate din clasa a zecea. Scăzind din 
zece doi, obținem opt (în legătură cu denumirile numerelor mari, 
v. p. 10). Prin urmare, denumirea unității noastre trebuie să pro- 
vină de la cuvintul latin „octo“ (opt), adică distanța pînă la 
galaxiile accesibile observaţiilor cu telescoapele moderne este 
de un octilion de centimetri. Comparaţi aceasta cu numărul 
i + 10369 693 099 | 

Să rezumăm. Am stabilit că pentru denumirea și scrierea nu- 
merear folosim sistemul de numerație pozițional zecimal. El se 
numește pozițional, deoarece semnificația unei cifre EEE de 
ep A ei, adică de locul pe care îl ocupă printre celelalte cifre 
ale numărului respectiv ; se numește și zecimal, pentru că dintre 
două cifre scrise una lingă alta, cea din stinga reprezintă o uni- 
tate de zece ori mai mare decit cea din dreapta. Pentru denumirea 
si scrierea numerelor pînă la un miliard, acest sistem este foarte 
camod. Pentru scrierea numerelor foarte mari, el este incomod 
(ajungem la numere foarte „lungi“), iar pentru a le denumi este 
practic cu totul inutilizabil. Aceste inconveniente se pot înlătura 
dacă se utilizează noțiunea de putere a unui număr. Reprezentînd 
un număr sub forma produsului dintre un număr relativ mic 
și o putere a lui zece, scriem și denumim fără dificultate toate 
numerele întilnite în știință și viața de toate zilele. 


CAPITOLUL II 


CUM NUMĂRAU STRĂMOȘII NOȘTRI? 


u știm exact cum numărau oamenii și cum denu- 
meau numerele înainte de apariţia scrisului. În pri- 
vința aceasta nu putem face decit ipoteze. Un lucru 
este incontestabil: omenirea și-a însușit numeraţia 
foarte încet. Pe primele trepte ale dezvoltării socie- 
tății, oamenii se mărgineau la trei numere: „unu“, „doi“ și „mult“. 
Au trecut, probabil, mii de ani înainte pentru ca acest „mult“ să 
fi fost deplasat mai departe. In orice caz, în perioada cînd a 
apărut scrierea, oamenii știau să numere destul de bine. 


In urmă cu patru milenii, popoarele cele mai evoluate (egip- 
tenii, caldeenii) știau să scrie și să folosească numere întregi și 
chiar fracții simple. Mai mult, pe atunci existau școli în care 
se preda arta calculului. 

In scrierile primitive nu se foloseau litere. Fiecare obiect 
insulleţit sau neînsuflețit, fiecare acţiune erau redate prin mici 
imagini. Treptat aceste imagini au fost simplificate; alături de 
acestea, au apărut figuri care reprezentau diverse proprietăţi ale 
obiectelor, precum și simboluri pentru cuvintele corespunzătoare 
prepoziţiilor și conjuncţiilor noastre. Astfel a apărut scrierea de- 
numită hieroglitică. În această scriere fiecărui simbol îi 
corespunde un cuvînt întreg și nu un sunet, ca în scrierea noastră. 
Pe atunci nu existau semne (cifre) speciale pentru scrierea nume- 
relor, însă fiecăreia dintre cuvintele „unu“, „doi“... șaptespre- 
zece“ etc. îi corespundea cîte o hieroglifă determinată. Numărul 
lor nu era chiar atit de mare, deoarece pe atunci oamenii nu 
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cunoșteau numerele mari. În unele ţări (de exemplu în China și în 
Japonia) scrierea hieroglitică s-a păstrat pînă în zilele noastre. 
lată hieroglitele japoneze care reprezintă numere : 


7 2 3 4 5 6 7 


_— 


7] LI Me i tea, AA SP 


Ol Mie 0 at, a. 


Și mai complicate sînt hierogliiele chineze : 


1 2 3 
$ S d. — 

= “A= 
a N A Lu 
In cadrul scrierii hieroglifice nu putem vorbi despre un sistem 
le numerație, pentru că nu există nici un sistem. Numai în Egiptul 
antic s-a conturat ceva puţin asemănător cu numeraţia actuală. 
Pe treapta următoare de dezvoltare au apărut literele care 
reprezentau elementele sonore ale cuvintelor. În această perioadă 


» 
t 


amenii știau să calculeze bine; în orice caz, ei cunosteau miile 
$i zecile de mii. Atunci au apărut cifrele, adică semne sau 
simboluri speciale pentru unele numere, astfel încît orice număr 
(în limitele cunoscute) putea fi scris cu ajutorul acestor semne. 
e obicei, serveau ca cifre aceleași litere ale alfabetului. Astfel 
le numeraţii au existat la vechii evrei, la greci, la romani și la 
lavi. Vom insista asupra numeraţiei romane și a celei slave. 


Cifrele romane sînt unanim cunoscute : 


Ea o pa D M 
1 5 10 50 100 500 1000. 


In fond, aceste simboluri nu sînt cifre, ci litere ma juscule 
atine. Ele au jucat însă rolul de cifre. Cu ajutorul lor romanii 
puteau scrie orice număr pînă la un milion. lată cum se proceda : 
tol Și trei se scriau respectiv II, III (adică două unităţi, trei 

ități). Patru se scria astfel: IV, adică unitatea scrisă în stînga 


Despre numere și studiul numerelor 
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„se scădea“ din cinci. Dimpotrivă, unităţile scrise în dreapta lui 
cinci se adunau. Astfel, cinci, sase, șapte și opt se scriau: 


Vi Vl VII MII 


Mai departe a trebuit introdus semnul X. Nouă se scria astfel : 
IX (din zece se scade o unitate); zece, unsprezece etc. erau sim- 


bolizate prin 
E XD AN AHP: XIV: 


Cincisprezece se obținea combinînd simbolul pentru zece cu 
cel pentru cinci: XV. Douăzeci și treizeci se scriau cu ajutorul 
zecilor : 

XX, XXX- 

Pentru patruzeci şi numerele următoare a trebuit introdus 
semnul L. De exemplu patruzeci și unu se scria astiel: XLI (zece 
se scade din cincizeci, iar unu se adaugă). Pentru nouăzeci se 
recurgea la semnul C al sutei, scriindu-se XC. Menţionăm că 
49 si 99 nu se scriau XLIX și XCIX, ci IL şi IC. O sută doi se 
scria CII, trei sute șaptezeci și patru CCCLXXIV etc. Un număr 
mare, să zicem 29 635, se scria astfel; 


XXIX mDCXXXV 
(indicele m însemna „mii“; el reprezintă prima literă a cuvîntului 


latinesc „mille“ (mie). 
Romanii aveau o numerație perfect elaborată, foarte econo- 


mică (am văzut că erau necesare doar șapte cifre pentru a scrie 
numerele pfină la un milion), însă incomodă : numere relativ mici 
se scriau prin şiruri lungi și nu existau nici un fel de ușurări la 
calcule ; calcule în seris nu se puteau face, astfel încît se calcula, 
de fapt, mintal. 

Numeraţia slavă seamănă cu cea latină prin faptul că folosește 
şi ea literele din alfabet pentru a scrie numerele. Nu este tot atit 
de economică, pentru că folosește 27 simboluri, însă scrierea este 
mult mai sistematică şi permite să se simplifice considerabil etec- 
tuarea operaţiilor. Spre deosebire de numeraţia romană, numera- 
ţia slavă nu .lolosea literele majuscule, ci literele minuscule, pre- 


văzute cu un semn special, tilda (m) (care de altfel, se utiliza si 


in scrierea obișnuită, la “prescurtarea cuvintelor). 
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Cifrele slave aveau următorul aspect: 


H 
vedi glagol dobro esti zelo zemlea ije 
2 5 6 7 8 
| 
| 
VE E A M N 2 O p 3] 
| i kako livdi mislele nos x on pokoi cerv | 
| 0 20 90 MD 0: 00 pn 4 o | 
i Saci e IO, 74 IE A CI! ARI a A 
FII slovo Trerdo uk fert ha psi o 0 
700 200 300 400 S00 600 700 800 900 
| 
Numerele unsprezece, doisprezece, .. . se scriau respectiv 


ALRI ...; douăzeci și unu, douăzeci și doi, ... se scriau a RR , 


„„ etc. Tilda se punea numai pe una dintre cifre. Ordinea cifrelor 
la scrierea unui număr era aceeași ca si în pronunțarea lui. De 
exemplu, în limba rusă se spune pentru cincisprezece „peatnad- 
tati“ (în slavă era peatinadeseati), rostind întîi cifra unităţilor 


ȘI apoi pe a zecilor. Slavii scriau astfel: €, adică puneau întîi 
un cinci, iar după aceea un zece. Dimpotrivă, în numărul „dvadţati 
tri“ (douăzeci și trei), în limba rusă se enunţă întii zecile, apoi 
unitățile. La slavi acest lucru se reflectă întocmai în scriere: 


ei scriau KF, . Locul cifrei, poziţia ei în număr nu avea nici o im- 
portanță. 
Cu ajutorul acestor simboluri se scriau usor numerele mari. 


De exemplu numărul 29 946 se scria astiei răaum$ (simbolul 


# insemna mii). Cu ajutorul repetării semnului 4 se puteau 


19 


scrie numere foarte mari. lată, de exemplu, cum se scria numă- 


rul 20 178 073: %+R +ponr, Se vede uşor că acest sistem de 


scriere permite efectuarea operațiilor „pe coloane“, aproape 
in același fel cum procedăm astăzi 

Numeraţia poziţională a apărut, după toate probabilitățile, în 
vechiul Babilon. Ea a luat acolo o formă aparte, de care merită să 


ne ocupăm mai amănunţit. De la babilonieni numerația pozitio- 
nală a trecut la indieni. 

La indieni, ca și la multe alte popoare antice, primii matema- 
ticieni au fost preoţii. Ei aveau grijă de calendar și ţineau SOCO- 
teala sărbătorilor, observau corpurile cerești și trebuiau să lie 
capabili să prevadă diversele fenomene cerești (de exemplu, eclip- 
S m Pentru aceasta, erau necesare anumite cunoștințe de mate- 

tică. Din legătura care a existat în timpurile străvechi între 
şi religie, s-a păstrat o rămășiță curioasă: su persti- 
iile relative la numere. Și în zilele noastre există oameni care 
cred că numărul ! aduce noroc, pe cind 13 este purtător de ghinion 
(„duzina diavolului a je 


Cu trei mii de ani în urmă, indienii foloseau o numerație bine 
elaborată, desi în documentele acelui t timp nu figurează numere 
mai mari de 100000. In operele indiene ulterioare se întîlnes 
numere considerabil mai mari, pînă la o sută de cvadrilioane 
(1017). Într-o legendă despre Buda (legenda nu are nici 1 000 
de ani), se spune că el știa denumirile numerelor pină la 1054. 
De altfel se pare că indienii nu aveau o idee clară despre infini- 
tatea sirului numerelor naturale, crezînd că există un număr „cel 
mai mare“; cunoscut numai de zei. Demonstrația infinității șirului 
numerelor este un merit al învăţaților elini. 


După cum am spus, matematica babiloniană prezintă un deo- 
sebit interes. Numeraţia babiloniană a fost constituită cu aproape 
patru mii de ani în urină, a existat aproape un mileniu și jumă- 
tate (din secolele XVIII—III î.e.n.) și a fost larg răs jindită în 
tot Orientul Apropiat. Ea a influentat matematica chineză, indiană 
și greacă și, după cum vom vedea, a lăsat urme chiar în știința 
contemporană. 

Babilonienii scriau cu beţișoare pe plăci de humă moale și 
întăreau apoi prin ardere „manuscrisele“. Ei obțineau astiel „docu- 
mente“ din cărămidă durabilă, care s-au păstrat în parte pînă în 
zilele noastre ; aceste documente se găsesc frecvent în săpăturile 
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arheologice efectuate în Mesopotamia (Irakul actual). De aceea, 
istoria Babilonului şi în particular matematica babiloniană au 
putut îi destul de bine studiate. 

La începutul secolului al XVIII-lea î.e.n., s-a produs conto- 
pirea a două popoare: sumerienii și acadienii. Fiecare dintre 
aceste popoare avea un comerţ destul de bine dezvoltat, unităţi 
de greutate și unităţi bănești. Fără îndoială, comerțul de atunci 
nu necesita multe calcule, astfel că nici unul dintre aceste popoare 
nu avea o numerație bine elaborată. Unitatea de masă a sume- 
rienilor era „mina“ (aproximativ 0,5 kg). Unitatea bănească era 
o mină de argint. La acadieni unitatea principală era un „şekel“, 
de aproximativ şasezeci de ori mai mică decit mina (bineînţeles, 
aproximaţia se datorește cîntarelor primitive ale timpului care nu 
sesizau diferențe mici). După contopirea acestor două popoare, 
„au circulat“ ambele sisteme de unități; mina și sekelul se folo- 
seau așa cum folosim astăzi kilogramul și gramul. În circulația 
bănească, mina și șşekelul jucau rolul pe care-l au rubla și copeica 
astăzi în U.R.S.S., cu singura deosebire că unitatea mai mare era 
egală cu 60 de unităţi mici și nu cu o a . Comerțul și economia 
se dezvoltau, circulația bănească creștea. După cum noi avem 
nevoie de tone, în afară de grame și de era ame, tot astiel a 
apărut şi acolo o unitate de greutate mai mare, „talantul“. F ireste, 
dat fiind că divizarea în „șasezeci“ ajunsese uzuală în calculele 
economice, noua unitate s-a ales de șasezeci de ori mai mare 
decît cea existentă: un talant era egal cu șasezeci de mine. 


Cum scriau babilonienii numerele ? Ei scriau cu bet tisoare 
pe lutul moale, astiel că principalul element grafic era un cui 


mic de forma ? sau Í. Pentru a reprezenta unitatea, se scria 


un singur cui, așezat vertical y . Scrierea numerelor de la 


unu pînă la nouă este naturală și ușor de înţeles: 


7 2 3 


inmrrneea 


Fiecare număr pină la 9 inclusiv era reprezentat prin numărul 
corespunzător de cuie, așezate atit de raţional, încît la lectură ele 
trebuiau numărate: numărul lor era evident. 


Pentru zece exista semnul special < . Scrierea numerelor 


de la unsprezece pînă la douăzeci este de asemenea ușor de înțeles : 


e Pa | a dă aaa Mă că 


16 20 


LR F 99 R K 


Vedem că aceste semne sînt foarte clare. Acum, cititorul va fi 
în stare, fără nici o dificultate, să scrie orice număr mai mic decii 
o sută. De exemplu, numerele 37 și 54 se scriu astiel: 


<<<? 27 


Numerele din a opta și a noua grupă de zece au o scriere 
destul de greoaie ; însă de ele nu era nevoie. Babilonienii nu erau 
de loc puși în situaţia de a scrie un număr mai mare decit 99, 
deoarece dispuneau de cele trei unităţi. 

Inițial, minele se scriu cu simboluri mai mari decit șekelii. 
De exemplu, 20 mine și 37 șekeli se scria astfel: 


<< LF 


Ulterior, toate semnele au ajuns să aibă aceeași mărime și 
numai poziția unui simbol arăta ce unități reprezintă. De exem- 
plu, 2 talanţi, 13 mine și 41 ṣekeli se scria astfel : 


MT AA 


Dacă se lucra numai cu o singură unitate de măsură, nici 
aceasta nu era notată în vreun fel. Textul care însoțea numerele 
permitea imediat să se vadă despre ce fel de unităţi de măsură 
era vorba. 
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Pe la începutul secolului al XVIII-lea î.e.n. au apărut texte 
pur matematice : tabele pentru ușurarea calculelor, reguli pentru 
rezolvarea unor probleme etc. Astronomia ajunsese la un înalt 
grad de dezvoltare. In legătură cu aceasta era necesar, în primul 
rind, să se opereze din ce în ce mai frecvent cu numere mari, iar 
in al doilea rind, să se treacă de la numere concrete la numere 
abstracte. În loc de a imagina o numerație nouă, a început să fie 
folosită pentru noile scopuri numeraţia elaborată înainte. Notaţia 


1N < 


nu mai însemna neapărat | talant, 23 mine și 15 sekeli, ci în 
acelaşi mod se scria numărul abstract format dintr-o unitate de 
ordinul al treilea, 23 de unități de ordinul al doilea și 15 unităţi 
de ordinul întîi, unităţile fiecărui ordin fiind de 60 de ori mai 
mari decit unitățile ordinului precedent. Scrierea 


PO <P 


inseamnă, în sistemul nostru, 1-602+23:60+15, adică 4995. 
Analog se scriu numerele cu patru, cinci și, în general, cu mai 
multe cifre. De exemplu 


VII PAT 


inseamnă 2: 605411 :602+4-60+43, adică 471883. Numărul cel 
mai mare, care se întilnește în „manuscrisele“ babiloniene, este 
egal cu 605+ 10-607. Numeraţia babiloniană era un sistem per- 
lect elaborat cu baza 60, adică o numerație sexagesimală. 

Cum scriau babilonienii cifra zero? De exemplu, cum scriau 
ei numărul 3605, egal cu 1:602+5, adică numărul care conţine o 
unitate de ordinul al treilea, cinci unităţi de ordinul întîi și nici 
o unitate de ordinul al doilea? Timp de secole ei nu au folosit 
de loc semnul de despărţire. Dacă era necesar, se lăsa între cifre 
un interval mai larg: 


Y 7 însemna la ei 3605, iar 
Y i reprezenta 65. 
4 


Scrierea cuneiformă este însă foarte incomodă pentru apre- 
cierea intervalelor dintre cifre, iar faptul că se copia totul manual, 
ducea la erori frecvente. Semnul de despărţire era indispensabil 
și, în consecinţă, el a apărut. Începind cu o anumită perioadă 


(nu se poate stabili data exactă), pe cărămizile babiloniene se 


găseste simbolul  & , corespunzător zeroului nostru. 


De exemplu, 3605 se scrie cu ajutorul zeroului 


iar 65 astfel: 


Ele nu mai pot fi confundate. 

Introducînd însă „intervalul poziţional“ în interiorul numere- 
lor, babilonienii nu au mers pînă acolo încît să-l pună și la sfir- 
situl lor. Chiar pînă la decăderea culturii babiloniene, numerele 
„unu“, „șasezeci“, „trei mii, şase sute“ se scriau la fel: Y , 
Babilonienilor nu le-a venit ideea de a nota pe 60 astfel: 
Y 9 . Abia indieni 
pozițională, au învăţat să utilizeze corect simbolul zero și, in- 
troducind baza zece în locul lui șasezeci, au dat numerației forma 
ei actuală. 


, care au preluat de la ei numeraţia 


Sistemul de numerație babilonian (sexagesimal) s-a menţinut 
pină în prezent la măsurarea unghiurilor și a timpului. A șasea 
parte dintr-un cerc se împarte în 60 de grade, gradul în 60 de 
minute, minutul în 60 de secunde. Tot astfel, ora se împarte în 
60 de minute, iar minutul în 60 de secunde, după cum talantul 
se împărțea în 60 de mine, iar mina în 60 de ṣekeli. Cu acest pri- 
lej vom spune cîteva cuvinte despre originea termenilor „minut“ 
si „secundă“. Minut este traducerea cuvîntului latin „minuta“ care 
inseamnă „mic“, iar secunda a cuvîntului „secunda“, care în- 
seamnă „a doua“. Minutele erau „partes minutae primae“, adică 
„primele părţi mici“, iar secundele erau „partes minutae secun- 
dae“, adică „părţile mici secunde“ ale gradului sau ale orei. 

Să rezumăm cele expuse în acest capitol. Omenirea și-a însu- 
şit numerația încet. I-au trebuit multe secole pentru a trece de 
la numerele „unu“, „doi“ și „mult“ la zeci și la sute. Chiar după 
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ce au învăţat să scrie, oamenii nu au avut, mult timp, o numerație 
elaborată și au notat numerele cu ajutorul unor hieroglife. 

La vechii evrei, iar de la aceștia la greci, la romani și la 
slavi a apărut numerația cu ajutorul literelor alfabetului. Acea- 
stă numerație a dăinuit aproximativ 2000 de ani și era sufi- 
cientă pentru cerinţele practicii. 

Cu aproape 4000 de ani în urmă, a apărut în Babilon nume- 
rația poziţională. In India ea a luat forma numeraţiei poziţio- 
nale zecimale, cu folosirea „intervalului poziţional“ zeroul. 
De la indieni acest sistem de scriere a numerelor a trecut la 
arabi, care au devenit în secolele VIII—IX unul dintre cele mai 
civilizate popoare ale lumii. Europenii au preluat acest sistem 
de la arabi (de unde și denumirea de cifre „arabe“). 


În prezent, numerația pozițională zecimală este pe deplin 
suficientă pentru cerințele științei și ale practicii. Cind trebuie 
să scriem numere foarte mari, este comod să recurgem la expri- 
marea prin puteri ale lui zece. 


CAPITOLUL III 
DE CE A NUMĂRAT ARHIMEDE FIRELE DE NISIP ȘI 


CUM LE-A NUMĂRAT ? 


n secolul al III-lea î.e.n. a trăit în insula Sicilia 
un matematician cu un talent excepţional. Şi astăzi, 
după aproape două milenii de la moartea lui, orice 
elev îi cunoaște numele. Este vorba de Arhimede. 
Remarcabil geometru, mecanician, fizician şi ingi- 
ner militar, el ne-a lăsat, printre numeroasele sale creaţii, un 
admirabil tratat de aritmetică. Titlul lui este „Psammit sau 
Calculul nisipului într-un spaţiu egal cu sfera stelelor fixe“. 

Arhimede a fost cel dintii care a arătat în mod convingător 
că pentru orice cantitate de obiecte, oricît ar fi ea de mare, se 
poate găsi un număr care să-i corespundă; pentru orice număr 
se poate indica locul lui în șirul numerelor deja cunoscute ; se 
pot constrifi numere și mai mari și se pot da denumiri tuturor 
acestor numere. Cu alte cuvinte, el a construit un sistem de nume- 
rație științific. 

Arhimede a demonstrat că dacă se presupune o sferă egală 
cu sfera stelelor fixe după Aristarh!), umplută cu nisip, se vor 
putea găsi și în acest caz numere care să fie mai mari decît 
numărul firelor de nisip din această sferă. Pentru a elimina 
dinainte orice obiecții posibile împotriva demonstrației acestei 
propoziţii, Arhimede a admis că raza sferei stelelor fixe este 


1) Arhimede s-a bazat pe concepțiile eminentului astronom grec Aristarh 
din Samos (sfîrşitul sec. al IV-lea — prima jumătate a sec. al III-lea 
î.e.n.), după concepţia căruia Soarele este imobil şi situat în centrul sfe- 
rei stelelor fixe, iar Pămintul se roteşte pe un cerc în al cărui centru se 
află Soarele. 
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„N RM ii, 


egală cu o miriadă, adică este de 10000 de ori mai mare decit 
distanţa de la Pămînt la Soare, consideriînd că această distanţă 
este de o miriadă de miriade de stadii, adică, în scrierea actuală, 
de 150-107 km!). Aceasta întrece de zece ori distanța medie de 
la Pămint la Soare, pentru care măsurătorile actuale dau apro- 
ximativ 150-105 km. Așadar, raza sferei stelelor fixe era egală 
după Arhimede cu 15: 1012 km, ceea ce depășea cu mult chiar 
raza sferei stelelor fixe după Aristarh. Aceasta este aproximativ 
o treime din distanţa electivă pină la steaua cea mai apropiată 
de noi. Deci, valoarea adoptată de Arhimede pentru raza sferei 
stelelor fixe este de circa 650 milioane de ori mai mică decit dis- 
tanţa pînă la galaxiile accesibile observaţiilor cu instrumentele 
noastre moderne. 

Avînd aceste date, nu este greu să calculăm volumul „sferei 
stelelor fixe“. El este egal cu 


4 5 SAI AA i 
STRZ» 153- 1056=— 135 + 1058 km52). 


Mai rămine să calculăm cîte fire de nisip pot încăpea în acest 
volum. Arhimede considera că într-o sămînță de mac încape o 
miriadă de fire de nisip, adică 10000 fire (cu alte cuvinte, el a 
considerat un nisip foarte fin, ca o pulbere ușoară). După soco- 
teala sa, diametrul unei seminţe de mac era egal cu a patru- 
zecea parte dintr-un tol), adică după unităţile noastre cu 
1/2 mm. 

Dacă vom admite, pentru simplitate, că săminţa are forma 
unui cub, vom vedea că un milimetru cub conţine opt seminţe de 
mac sau 80000 fire de nisip; un metru cub conține de 10° (de un 
bilion) ori mai mult, adică 8-10" fire, iar un kilometru cub con- 
ține de încă 10° ori mai mult, adică 8-10!5-10%=8- 1022 fire de 
nisip. Rămine să înmulțim numărul de kilometri cubi din „sfera 
stelelor fixe“, adică 135: 10%, cu numărul de fire de nisip din- 
tr-un kilometru cub. Acest calcul ne dă aproximativ 1063 fire de 
nisip — un număr imens chiar după reprezentările noastre 
actuale. 


1) Stadia elină era egală cu aproximativ 150 m. De la cuvintul 
„stadie“ provine termenul „stadion“ ; iniţial, acesta era o cărare împărţită 
în stadii, pe care se întreceau alergătorii. Cuvintul „miriadă“ înseamnă 
zece mii. Limba greacă nu dispunea de cuvinte pentru desemnarea nume- 
relor mai mari de 10000. 

2) Pentru simplificare, am considerat m=3. Această aproximaţie nu in- 
îluenţează esența rezultatului. 

3) Ţolul vechi grecesc măsura aproximativ 2 cm. 
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Am rezolvat fără dificultate problema lui Arhimede. Pe timpul 
lui Arhimede însă nu existau denumiri pentru numerele mai mari 
de zece mii, nu exista sistemul de numerație zecimal, nu se cunoș- 
teau exponenții, nu existau reguli de operaţii. Meritul lui Arhi- 
mede este tocmai acela de a fi imaginat cum trebuie denumite 
numerele mari și cum să se efectueze calculele cu ele (în calcule 
el a folosit numai proprietăţile progresiilor aritmetice si geome- 
trice, cunoscute pe atunci). Calculul lui Arhimede este foarte inte- 
resant, însă nu avem posibilitatea să ne ocupăm de el în mica 
noastră carte !). Ne vom ocupa numai de sistemul de numerație 
al lui Arhimede. 

Pentru primele zece mii, adică pentru prima miriadă, Arhi- 
mede a folosit numeralele eline care existau în vremea sa. Mai 
departe, el a denumit numerele pînă la miriada de miriade la 
fel cum denumim noi numerele pînă la o mie de mii. Astfel, nu- 
mărul 85 643911 va fi, după Arhimede: „opt mii cinci sute şase- 
zeci și patru de miriade, trei mii nouă sute unsprezece“. Toate 
numerele de la unu pînă la miriada de miriade le-a numit „pri- 
mele numere“. El a denumit unitatea simplă „unitatea primelor 


numere , iar miriada de miriade de unități ale primelor numere 
„unitatea numerelor secunde“. Asadar, o „unitate a numerelor 
secunde“ este egală cu 108. In acest fel este usor de găsit denu- 
mirea numerelor pînă la miriada de miriade de „unități ale nu- 
merelor secunde“, adică în scrierea noastră, pînă la 1016 Acest 
număr era numit de Arhimede „unitate a numerelor terțe“ etc. 
Prin urmare, este vorba de un sistem de numerație poziţional 
cu baza 105, în care s-au elaborat numai denumirile numerelor, 
nu și scrierea lor (care nu-l interesa pe Arhimede pentru rezol- 
varea problemei sale). La Arhimede, fiecare unitate de un ordin 
oarecare era de 108 ori mai mare decît unitatea de ordinul 
precedent. / 

In felul acesta se poate ajunge pină la unitatea numerelor 
de ordinul miriadei de miriade. Se vede ușor că o unitate a nu- 
merelor de ordinul n va fi egală cu 1084-D [de exemplu unitatea 
numerelor de ordinul zece este 10840%—-b= 1072: o unitate a nume- 
relor de ordinul o sută douăzeci și patru este 108(124—D=— 10984 
etc.]. Numeraţia poate îi continuată pînă la o miriadă de mi- 
riade de numere de ordinul miriadei de miriade, adică pînă 


la 108- 108(100000000-—1) —]()8-10%, Aceste numere ale lui Arhimede 


1) Cei care se interesează de această problemă pot citi „Psammit“ care, 
incepind din anul 1824, a fost tradusă de mai multe ori în limba rusă. 


Ultima ediţie : „Hcunenenne necunHo“ (Ileammur), M.-JI., 1932, traducere de 


de G.N. Popov. 
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erau pe deplin suficiente pentru rezolvarea problemei sale. In 


adevăr, am văzut că soluția este 10% =107- 10866-0, adică o mie 
de miriade de unități ale numerelor de ordinul opt. 

Insă Arhimede nu s-a oprit aici. Așa cum noi introducem, pe 
lîngă unitățile de diferite ordine, unităţi ale diferitelor clase, tot 
astfel a introdus și el numere de diferite perioade. Arhimede a 
denumit toate numerele pînă la 105-1% „numere din prima 
perioadă“. O miriadă de miriade de numere de ordinul miria- 
dei de miriade se numea în sistemul lui „unitatea primelor nu- 
mere din perioada a doua“. Apoi urmau numerele secunde, 
terțe etc. pînă la cele de ordinul miriadei de miriade din perioada 


$ 


a doua. O miriadă de miriade de numere de ordinul miriadei de 

iri Ji H í 2 j e 108 - ai it TEE 
miriade din perioada a doua (102-8*10), fot mează o unitate a 
primelor numere din perioada a treia. Unitatea primelor numere 


lin perioada a patra este numărul 103*8-1% . In general, o ini- 
tate a primelor numere din perioada a n-a este 104-—D+8-*10, iar 
o unitate a numerelor de ordinul m din perioada a n-a este 
10(n—+8-10%+m-8—m, Astfel Arhimede a ajuns pînă la miriada de 
miriade a numerelor de ordinul miriadei de miriade din perioada 
de ordinul miriadei de miriade, adică pînă la numărul 108-10” : 
El s-a oprit aici. Nu este greu însă să-i continuăm drumul. După 
perioade, putem introduce cicluri sau perioade de ordinul al 
doilea etc. A Ac 

Sistemul de numerație a lui Arhimede se reprezintă comod 
sub forma următoarei tabele : 


+ 108 
: pas A 8» 10 SERR Aa 
Perioada întii — de la 1 pină la 10 ppal conține : 
Primele numere de la 1 pină la 10°—1 ia 
- TIP NE 16 
Numerele secunde — de la 10” pină la 10 —1 
i i ă : A i m—D+8 a 8m 
Numerele de ordinul m — de ia 10 pînă la 107 —1 
Numerele de ordinul miriadei de miriade — de la 


8 Je. 
1080%—D pină la 108* 1—1. 


Si a 2-8 108 
% pînă la 10 —1 


8 o anii 
, n8. 109 ~ E n8 * UOD 
Primele numere — de la 10 pină la 10 1 


A A 8.1 
Perioada a doua — de la 10 


2.8. 108 


š De 
in? 3-8. 108_ 
Perioada a treia — de la 10 10 l 


pînă la 
BEA SS SPA. 

1010199040 na ja Oe 
1Q(N—D 8 108 


Perioada a N-a, de la 


Primele numere — de la 
la 10 (0—0 8- 0041) -] 


pînă 


A E i -(N—15 -8 e 108--8m—i 
Numerele de ordinul m — de la 10(N—1) *6* 10'+8m-—8 


A E 108. 
pînă la 10% 1) + 10*+8m Ti 
Numerele de ordinul miriadei de miriade — de la 


o Aia 8g o g 2 N e 108 
108**10—8 pînă ja 108 Nei 


; - ) i | N i AER. 
Perioada de ordinul miriadei de miriade — de la 1000 —D:8:10 


116 
= &.1( 
pînă la 108*10 —1. 


Pentru a ne orienta mai bine în numeraţia arhimediană Și 
pentru a-i aprecia meritele la justa valoare, să vedem cum putem 
denumi cu ajutorul ei numerele gigantice de care ne-am ocupat 
în capitolul I. 

După cum s-a arătat la p. 14, inventatorul jocului de sah a 
cerut; 18 446 744073 709551 615 boabe. 

Să E SACe punea acest număr în „ordine arhimediene“, adică 
in grupe de cîte opt cifre. Rezultă 


1844 6744 0737 0955 1615. 


Evident, aici avem o mie opt sute patruzeci și patru de unităţi 
ale numerelor terțe, șase mii șapte sute patruzeci și patru de 
miriade, șapte sute. treizeci şi șapte de unităţi de numere secunde, 
nouă sute cincizeci și cinci miriade, o mie șase sute cincisprezece 
unități de prime numere. Această denumire este ceva mai lungă 
decit a noastră (optsprezece cvintilioane... etc., v. p. 14). 

Pentru numărul 9%, ar fi fost de ajuns numerele din prima 
perioadă. Dacă trecem însă la numărul 1019! ; el va fi egal cu 
o unitate a numerelor de ordinul cinci mii de miriade si unu 
din perioada a treisprezecea. 

lată cefinstrument de calcul comod a creat Arhimede în urmă 
cu două mii de ani ! 


Kei 
e 3 Pi = LPG IS o 
ACE A he 


CAPITOLUL 1V 
NU CITE ZECE, CI CITE CINCI SAU CITE DOUĂSPREZECE 


e pare că în stadiul actual de dezvoltare a științei 

ı putem imagina un sistem de numerație care să 
fie mai comod decit cel pozițional. Însă, ca bază a 
unui sistem de numerație poziţional se pot lua dife- 
rite numere. 

La rezolvarea unor probleme se dovedesc a fi comode sisteme 
de numerație poziţionale cu anumite baze. Poate că unele sis- 
teme, de exemplu cel cu baza 12, s-ar arăta în ansamblul lor 
intrucitva superioare celui zecimal. Însă obișnuinţa de a număra 
din zece în zece este atît de mare, iar trecerea obligatorie la 
noul sistem de numerație ar provoca o perturbare a tuturor de- 
prinderilor şi cheltuieli materiale atit de mari, încît este puţin 
probabil ca o astfel de reformă să poată fi consider ată oportună. 


Există totuși un sistem de numerație specific, ale cărui avan- 
taje față de cel zecimal în unele probleme și dezavantaje în 
le sînt atit de evidente, încît merită să-l analizăm mai amă- 
nunţțit. Este vorba de sistemul binar, adică de sistemul cu baza 2. 
Ii vom consacra capitolul următor. În capitolul de față ne vom 
ocupa de sistemele poziționale nezecimale, în general, și vom 
învăța să trecem de la unul dintre aceste sisteme la altul. 


In afara numeraţiei cu baza zece, este destul de răspîndită 
in viaţa de toate zilele numeraţia cu baza 5. Numeraţia cu baza 5 
este obișnuită în China, grupurile de cîte 5 îmbinindu-se în pe- 
rechi; se obține astfel un sistem de numerație original, în care 
orice unitate de ordin par este de cinci ori mai mare decit cea 
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precedentă, iar orice unitate de ordin impar este de două ori mai 
mare decit cea precedentă. Instrumentul de calcul este sciotul 
chinezesc (fig. 2). 

Fără a insista mai mult asupra acestui sistem de numerație 
complicat (cu ambele miîini), să analizăm sistemul pozițional cu 
baza 5. In acest sistem se folosesc pen- 
tru scrierea tuturor numerelor numai 
cinci simboluri (cifre) și anume: sim- 
boluri pentru numerele „unu“, „doi“ 
„trei“, „patru“ și intervalul poziţional 
semnul zero. Pentru notarea primelor 
patru numere și a lui zero, pi ye 
eventual și cifrele noastre : 1, 2, 3, 4, 
insă tipărite cu caractere grase. 

Numărul „cinci“ este o unitate de 
ordinul al doilea si va trebui scris ast- 


fel: 10 (cum scriem noi zece), punîne 


un zero în locul unităţilor simple care 
lipsesc. 


Să scriem în sistemul cu baza 5 numărul 387 (trei sute optzeci 


și șapte ; caracterele obișnuite, subțiri, reprezintă notația uzuală, 
zecimală). In primul rînd să stabilim cîte grupe de cinci (uni- 
tăți de ordinul al doilea) cuprii ide. mărul nostru și cîte unități 


simple. Pentru a ne da seama 'de aceasta, împărţim 
inci. Citi p ne va da numărul de „cinciuri“, iar restul va fi numă- 
rül de unităţi simple: 


Așadar, numărul nostru cuprinde 2 unităţi simple și 77 unităţi 
de ordinul al doilea. Insă fiecare cinci unităţi de ordinul al doilea 
lormează o unitate de ordinul al treilea; evident, în șaptezeci 
şi șapte de unităţi de ordinul al doilea este conținut un anumit 
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număr de unități de ordinul al treilea. Pentru a-l găsi repetăm 
operaţia de împărțire; împărțim 77 prin 5: 


77:5=15. 


Restul 2 ne dă numărul de unităţi de ordinul al doilea, iar cîtul 
reprezintă numărul de unităţi de ordinul al treilea. Căutăm acum 
numărul de unități de ordinul al patrulea conţinute în 15 unități 
de ordinul al treilea. El va fi egal cu 


Prin urmare, cincisprezece unităţi de ordinul al treilea sînt for- 
mate din trei unităţi de ordinul al patrulea. Lipsa restului ne 
arată că nu avem unități „libere“ de ordinul al treilea. Ci pri- 
vește cele trei unități de ordinul al patrulea, este clar că ele nu 
pot conține unități de ordin superior. Prin urmare, numărul 387 
este format din trei unităţi de ordinul al patrulea, nu conţine 
unități de ordinul al treilea, conţine două unități de ordinul al 
doilea şi două unităţi de ordinul întîi, adică îl putem scrie 3022. 
Toate operațiile pot fi grupate în modul următor : 


387 
5 
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Numerele tipărite cu caractere grase (resturile şi ultimul cît) 
trebuie scrise în ordine inversă, pentru a obține numărul căutat 
în sistemul cu baza 5. 

Să rezolvăm problema inversă. Fie dat un număr în sistemul 
cu baza cinci, de exemplu 2341, si să căutăm expresia lui în sis- 
temul zecimal. 


3 — Despre numere și studiul numerelor 


Să ne gîndim ce reprezintă fiecare dintre cifrele acestui număr. 
Unitatea din dreapta înseamnă, pur şi simplu, 1. Cifra 4 din locul 
al doilea reprezintă patru „cinciuri“, adică 4:5; cifra 3 care 
urmează reprezintă trei „cinciuri luate de cîte cinci ori“, adică 
3-52; în sfîrșit, cifra 2 din extrema stîngă reprezintă 2-53. Prin 


urmare : 
2341=2:53+3+524+4:5+1=346, 

Menţionăm că și un număr scris în sistemul zecimal, de exem- 
plu 3208, poate fi scris într-o formă analogă: 3: 10%4+2* 1024 
+0:10+8 (în termenul al treilea al acestei expresii factorul 
„zero“ este un număr întreg, însă nu natural). 

În general, dacă am luat ca bază a sistemului de numerație 
numărul m, atunci abedk!) înseamnă 


a mt-- bem34+-cem24+d-m+ k. 


În viaţa de toate zilele s-au păstrat unele rămășițe ale nu- 
meraţiei cu duzinile. Piciorul englezesc (ca și cel rusesc) se 
împart în 12 țoli. Anumite mărfuri se ambalează în duzini, iar 
pentru o duzină de duzini există în comerț o denumire specială : 
un gros. Trebuie menţionat că sistemul de numerație cu baza 12 
este, în unele privinţe, superior celui zecimal, deoarece doisprezece 
are patru divizori întregi (în afară de | și de 12 însuși: aceștia 
sînt 2, 3, 4, 6), pe cînd zece nu are decît doi (2 și 5). De aceea, 
în sistemul cu baza 12 am avea mai multe numere „rotunde“, 
ceea ce ar permite stabilirea mai multor procedee prescurtate pen- 
tru efectuarea operaţiilor. În ansamblu, însă, avantajul nu ar fi 
prea mare. 

In sisfemul de numerație cu baza 12 am fi nevoiţi să intro- 
ducem, pe lingă zero și cifrele de la 1 la 9, încă două cifre pentru 
notarea lui 10 și a lui 11. Vom conveni să notăm aceste cifre cu 
simbolurile X și A. Să scriem, de exemplu, numărul 1443 în 
sistemul cu baza 12: 


__1443 12 
12 —120] 12 
__24 120 | 10 
24 = 
3 


1) Spre deosebire de notațiile adoptate în algebră, expresia abcdk de 
aici nu înseamnă produsul numerelor a, b, c, d și R, ci numărul scris într-un 
k 


sistem de numerație pozițional arbitrar cu ajutorul cifrelor a, b, c, d, R. 
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Ultimul cît este egal cu zece, iar resturile sînt zero si trei. Prin 
urmare, 1443 = X083. | 

In toate problemele studiate pînă aici am indicat sistemele de 
numerație și am cerut să fie exprimate în aceste sisteme anumite 
numere date. Se pot pune și alte probleme. De exemplu, după 
notația dată a unor operaţii cu numere să se stabilească ce sis- 
tem de numerație s-a folosit. Iată un exemplu pentru o astfel de 
problemă. Se dă notația | 


242 
3212. 


In ce sistem de numerație sint corecte aceste operații ? 

Examinind cu atenţie efectuarea operaţiilor, observăm că 
2+4 dau un număr care se termină cu 11). Însă „doi“ și „patru“ 
fac „șase“, indiferent de felul în care le-am scrie. Deci. sistemul 
de numerație dat nu cuprinde un simbol pentru numărul „Șase“. 
Am găsit însă cifra 4 (patru) în notația noastră. Prin urmare 
sistemul de numerație poate avea ori baza 5, ori baza 6. Scriind 
numărul „șase“ în aceste două sisteme, obţinem 11 (baza 5) si 
10 (baza 6). Prin urmare, în exemplul nostru, în care 2+4 dau 
un numar care se termină cu o unitate, sistemul de numerație 
are baza 5. lată încă un exemplu usor; în ce sistem de nume- 
rație avem 3X3=10 ? Cititorul va vedea imediat că aceasta este 
posibil numai pentru baza nouă. 

Nu totdeauna însă se poate stabili precis, după aspectul unei 
operații, în ce sistem de numerație este valabilă notatia. De exem- 
plu, egalitatea 122X 3=366 este valabilă în orice sistem de nu- 
merație cu baza mai mare decît 6. 

Se întimplă însă ca și „bietele resturi“ ale unei operaţii să 
ne poată ajuta la stabilirea sistemului de numerație în care este 
scrisă această operație și chiar la reconstituirea ei. lată un 


) Se presupune că cifrele reprezintă aceleași numere ca şi în sistemul 
nostru de numerație, cu alte cuvinte că 1 este simbolul unităţii, 2 al numă- 
rului „doi“ ete. 


exemplu : să presupunem că sînt cunoscute numai unele cifre din 


următoarea operație (celelalte sînt înlocuite cu steluțe) 
FR, ) 
xX 
*2 
x00% 
-+ 


xxx] 


PE 


In ce sistem de numerație este scrisă această operație ? Cum să 
reconstituim cifrele lipsă ? 4 E 

Să privim mai întîi ultimele cifre ale deînmulțitului şi ale 
înmulțitorului, percum și ultima cifră a rezultatului. Vedem că 
numărul „patru“ (de două ori doi) se termină cu o unitate în 
acest sistem de numerație, adică nu avem pentru el un semn 
special. Aceasta este posibil numai dacă baza nu depăşeşte patru, 
adică dacă baza este 2, 3 sau 4. În baza 2 numărul patru (pätra- 
tul bazei) se scrie 100; în baza 3, numärul patru se alle 11 
(adică 3- 1+1). In sfîrşit, în baza 4, numărul patru (baza în- 
săşi) se scrie 10. Aşadar, baza căutată nu poate fi decît numa- 
rul trei. e À a i I 

Notînd, mai departe, a doua cifră a deînmulțitului cu x şi 
ținînd în minte o unitate, 2x+1 ne dă un număr care se termină 
cu zero; aceasta este posibil numai pentru x=1 1). Tot astiel, 
găsim că prima cilră a deînmulțitului este egală cu unitatea. 
Prin urmare, deînmulțitul este 112, adică numărul patrusprezece. 

Cifra din stînga a înmulţitorului, înmulțită cu doi, ne dă un 
număr dare se termină cu 1. Însă 2:0=0, 2- 1=2, 2-2=11. 
Prin urmare, această cilră poate fi egală numai cu 2, înmulți- 
torul este 22 (opt) şi toată operaţia se scrie astfel : 


112 sau în sistemul nostru 14 
X de numerație : x 
22 8 
1001 112 
Sr 
1001 


1) X poate îi egal cu 0, cu 1 sau cu 2 (dat fiind că sistemul de nume- 
rație are baza trei). Insă 2:0+1=1; 2. 1+1=10; 2.24+1=12. Aşadar X tre- 
buie sä fie egal cu 1. 
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Pentru verificare, să scriem 112 în sistemul de numerație cu 


baza 3: 


112| a 
9|237]__3 
222 = 4 13|. 3 
0 CAE, A Ia e. E 3 
LEG Dle ez pe 
1 EF 


Obţinem tocmai 11011. 

Să trecem de la exemple la concluzii generale. Cu cît este 
mai mică baza sistemului de numerație, cu atît devine mai 
greoaie scrierea numerelor şi a operațiilor cu ele. Iată, de exem- 
plu, cum arată înmulţirea lui douăzeci şi trei cu şaptesprezece 
în sistemul zecimal și în sistemul ternar : 


în sistemul 23 în sistemul 212 
zecimal : xX ternar : xX 

17 122 

161 1201 

+ + 1201 

23. 212 

391 112111 


Scrierea în sistemul ternar ocupă mai mult loc decît în cel zecimal 
și este deci mai greoaie. În ceea ce privește calculul însusi, în 
scris, ne dăm ușor seama că el este considerabil mai simplu în 
sistemul ternar decît în cel zecimal. 

In adevăr, pentru a calcula „pe coloană“ în mod obișnuit tre- 
buie să ținem minte „tabla adunării“ și „tabla înmulţirii“. „Tabla 
adunării“ ne-o însușim treptat, în curs de doi-trei ani ; cât privește 
învăţarea tablei înmulţiri, ea este legată, probabil pentru fiecare, 
de amintiri nu tocmai plăcute. 

Cînd baza este mică, tabla adunării și tabla înmulţirii sînt 
considerabil mai simple decît în sistemul zecimal. lată aceste 
table pentru baza trei: 


0+0=0; 1+0= 1; 2+0= 2 
0+1=1; 1+1= 2; 2+1=10 
0+2=2; 1+2=10; 2+2=11 
0X0=0; 1X0=0; 2X0= 0 
0X1=0; 1X1=1; D= a 
0X2=0; 1X2=2: 2x2=—11 
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Este limpede că aceste table se învață mult mai ușor decit cele 
corespunzătoare pentru sistemul zecimal. 

Cel mai mic număr natural care poate servi ca bază într-un 
sistem de numerație este doi. In acest sistem, operaţiile trebuie să 
se efectueze deosebit de ușor. În capitolul următor ne vom con- 
vinge că așa și este în realitate. La numeraţia pozițională cu baza 
doi aproape toate calculele se efectuează automat: obţinem un 
fel de „aritmetică în care nu trebuie să socotim“. 


CAPITOLUL V 
O ARITMETICĂ ÎN CARE NU TREBUIE SĂ SOCOTIM 


istemul de numerație avînd ca bază numărul doi 
are multe proprietăţi remarcabile. Merită să insis- 
tăm asupra lui. În acest sistem se folosesc numai 
două simboluri pentru scrierea numerelor : semnul 
pentru unitate (1) și intervalul poziţional, zero (0). 

In acest capitol, ca şi în cel precedent, numerele scrise în 
sistemul binar vor fi imprimate cu caractere grase, iar cele scrise 
în sistemul zecimal, cu caractere obişnuite. 

Pentru unitate, avem semnul 1. Numărul doi, care este baza 
sistemului de numerație, va deveni o unitate de ordinul al doilea 
și se va scrie 10. Numărul trei, format dintr-o unitate de ordinul 
äl doilea (doi) şi dintr-o unitate de ordinul întîi, se scrie 1l. 
Patru este pătratul lui doi, adică o unitate de ordinul al treilea, 
deci se va scrie 100. In ceea ce priveşte numărul opt, egal cu doi 
la cub, el va trebui scris ca mia noastră obişnuită : 1000. 

Observăm că numerele care au în sistemul zecimal o singură 
cifră, în aritmetica binară sînt de cîte trei Şi chiar de patru cifre. 
Mai departe vom vedea că scrierea operaţiilor ocupă de aseme- 
nea mult mai mult loc decît în sistemul zecimal. Toate acestea 
fac ca sistemul binar să fie, practic, puţin utilizabil. Insă sim- 
plitatea efectuării operaţiilor în acest sistem este cu adevărat 
uluitoare. 


Să începem cu adunarea. De exemplu să adunăm 10110 şi 
1101 (adică 22 şi 13). 
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Să scriem aceste numere unul sub altul, cum procedăm 
isn 
y 


obişnuit, 


10110 
1101 


Dacă într-o coloană avem o singură unitate (cifra a doua fiind 
zero), atunci o scriem dedesubtul liniei. Dacă avem însă două 
unități, ca în coloana a treia, atunci le tăiem, scriem jos zero 
si sus, deasupra ordinului următor, adăugăm o unitate. Procedăm 
la fel cu ordinul următor, ținind seama și de unitățile scrise 
deasupra. Întreaga operaţie arată astfel : 


144 
10410 


4401 
100011 


În fond, facem același lucru ca și în notațiile obișnuite, numai că 
nu trebuie să calculăm de loc: nu punem decît bare și zerouri și 
tăiem bare. Iată un exemplu mai complicat (în dreapta el este 
scris în sistemul zecimal), 


tA fA 12 
Hre 45 
101104 27 
11014 zl 
10004 n 
1010 14 132 
10000100 


După ce am tăiat două unități în coloana din extrema dreaptă, 
punem deasupr a celei de-a doua coloane (deasupra liniei) o uni- 
tate în plus ; tăind încă două unități, mai punem o unitate în plus 
Coloana din dreapta nu mai enpr nde alte unități. De aceea scriem 
zero sub linia de jos. Același lucru se va întîmpla și cu a doua 
coloană din dreapta ; aici va trebui să ţinem seama și de unităţile 
de deasupra liniei de sus. În coloana a treia (din dreapta) există 
trei unităţi. Tăiem două dintre ele scriind o unitate deasupra 
coloanei a patra, iar pe a treia o scriem sub linia de jos etc. 

Notaţia este foarte greoaie în comparaţie cu scrierea noastră 
zecimală. În schimb, operaţia se efectuează automat. 
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Scăderea se efectuează foarte simplu dacă folosim „regula: 
complementului“. Se numește complement zecimal al 
unui număr dat diferența dintre cea mai apropiată putere a lui 
zece („unu cu zerouri“) mai mare decit acest număr și numărul 
considerat. De exemplu, complementul zecimal al numărului 7 
este 3, al numărului 89 este 11, al numărului 6385 este 3615, 
iar al numărului 580 este 420. Pentru a găsi complementul, tre- 
buie să scădem toate cifrele numărului dat din nouă, iar pe ultima 
(fără a ține seama de zerourile de la sfîrșit) din zece. Acum nu 
mai este greu să înlocuim scăderea prin adunare : în loc să scă- 
dem un număr din altul dat, este suficient să adăugăm la acesta 
din urmă complementul zecimal al scăzătorului și să scădem 
puterea lui zece. De exemplu, scăzînd 5833 din 11021, așezăm 
operaţia astiel : 

11 021 
-H 
4167 
15 188—10 000 =5 188. 


Analog cu complementul zecimal se introduce și comp le- 
mentul binar. Se numește complement binar al unui număr 
dat diferența dintre puterea lui doi, cea mai apropiată de acest 
număr, și numărul dat. Complementul binar al unui număr scris 
în sistemul de numerație binar se află mai simplu decît comple- 
mentul zecimal. De exemplu, să presupunem că trebuie găsit com- 
plementul binar al numărului 11010111000. Ultima unitate din 
dreapta şi toate zerourile care-i urmează (dacă avem zerouri) 
rămîn neschimbate, iar în tot restul înlocuim unităţile cu zerouri 
şi zerourile cu unități. Dacă vom obține în rezultat zerouri în 
stinga, acestea se suprimă pînă la prima unitate. Astiel, din 
numărul 11010111000, obţinem numărul 


00101001000 


adică 101001000. Acesta este complementul binar al numărului 
11010111000. 


Din moment ce știm să aflăm complementul binar, putem 
efectua automat scăderea. De exemplu, să efectuăm 


1110001—11011=? 


Aiîlăm mai întîi complementul binar al scăzătorului : 


00101=101 


Inlocuim apoi scăderea printr-o adunare : 


4: 
1110001 
A 104 
1110110-100000=1010110 


În sistemul zecimal, scăderea aceloraşi numere se va scrie 
mai simplu : 113—27=86. 

„Scrierea greoaie din sistemul binar face ca automatismul 
efectuării operaţiilor de adunare şi scădere să-și piardă orice 
valoare. In schimb, la înmulţire caracterul automat este evident 
ȘI Scrierea greoaie nu anulează deosebita simplitate a operaţiei. 

Tabla înmulţiri în sistemul de numerație binar are urmă- 
toarea formă : 


0X0=0; 0X1=0; 1X0=0;1X1=1. 


Operația se scrie în aceeaşi ordine ca şi în notaţiile obişnuite. 
De exemplu, să înmulțim numărul 111001101 cu 1101101: 


y 111001101 
21101101 ceea ce corespunde în 
14 sistemul zecimal la : 
141411111 
111001101 xX 
41410014401 _109 
+ 1141001101 4149 
/ 4410044014 B 
_111001101 50249 


1100010001001001 


(La inmultirea binară tragem sub înmulţitor două linii pentru 
a lăsa între ele loc unităților care se vor obține în urma adunării 
Și pe care, la înmulţirea obișnuită, le ținem minte.) 

Scrierea zecimală este considerabil mai compactă, așa cum 
se observă și din exemplul dat. Insă efectuarea unei înmulţiri 
zecimale între numere cu mai multe cifre presupune o anumită 
calilicare. Este nevoie de ani de muncă pentru a-l învăţa pe copil 
să efectueze fără greșeală o astfel de înmulțire. Dimpotrivă în- 
mulțirea binară se realizează complet automat. 
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Cea mai ditic'lă dintre operaţiile aritmetice este, incontestabil, 
împărţirea. Cu siguranţă că oricine ţine minte cît de complicată 
i se părea împărţirea în copilărie. De altfel, nici un om matur nu 
va fi prea încîntat, dacă va trebui să împartă, de exemplu 
8663 545 198 prin 87995. În evul mediu împărțirea era consi- 
derată drept o operaţie atit de dificilă, încît oamenilor îndemîna- 
tici în efectuarea ei li se contereau titluri academice. 

In sistemul de numerație binar, împărţirea se efectuează însă 
perfect automat! Ce este drept, simplitatea și automatismul sînt 
răscumpărate aici printr-o scriere neobișnuit de greoaie. Ca exem- 
plu, vom împărți 11011101 prin 10111. Operația se scrie în același 
fel ca și la împărțirea obișnuită, însă de fiecare dată vom scrie 
sub deimpărțit, nu produsul împărțitorului cu cifra corespunză- 
toare a citului, ci complementul binar al acestui produs (putem 
eventual să nu stergem zerourile): 

Isi 


11011101 |10111 
01004 1001 
__100100 221 | 23 
100000 + 201 9 
100101 4 
> 01001 
101110 
100000 


1110 


Obţinem cîtul 1001 și restul 1110. În dreapta dăm aceeași împăr- 
tire în scrierea zecimală. Se vede imediat că sistemul binar este 
practic inaplicabil, deoarece scrierea sa este foarte greoaie 1). În 
schimb însă nu trebuie să calculăm, să facem încercări sau să 
observăm ceva. 

Primul european care a atras atenţia asupra deosebitei sim- 
plități a sistemului de numerație binar și asupra specificului său 
a fost celebrul filozof și matematician G. W. Leibniz (1646—1716). 
Se pare însă că matematicienii chinezi și-au dat seama de aceasta 
cu mult înainte. 


1) In ultimul timp sistemul binar și-a găsit aplicaţii importante la mași- 
nile electronice de calcul. (N. Red. E. T.) 
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Sistemul de numerație binar are aplicații variate în diverse 


capitole ale matematicii și în tehnică. Este foarte greu să vorbim 
despre ele în această carte, destinată unui cititor fără pregătire 
de specialitate. În schimb, vom da cîteva probleme în care ies în 
evidenţă particularităţile acestui sistem. 

Majoritatea aplicaţiilor sistemului binar se bazează pe urmă- 
toarea proprietate specifică a acestuia. În sistemul binar, o uni- 
tate de orice 'ordin poate sau să figureze (şi atunci neapărat 
este singura) sau să lipsească, pe cînd în toate celelalte sisteme 
de numerație terbuie să indicăm cîte unităţi de fiecare ordin fac 
parte dintr-un număr dat (de exemplu enunțind sau scriind 
numărul nouă sute cincizeci şi unu observăm că el conține nouă 
sute, cinci zeci şi o unitate). Cînd scriem un număr în sistemul 
binar nu este necesar să specilicăm cîte unităţi de ordinul al 
treilea, cîte de al doilea şi cîte de primul ordin are. Este suficient 
să spunem că există, de exemplu, unitate de ordinul al treilea, 
nu există unitate de ordinul al doilea, există unitate de ordinul 
întîi. In modul acesta am determinat perfect care este numărul : 
101, corespunzător lui 5 din sistemul zecimal. De exemplu, cu ce 
este egal un număr în care avem o unitate de ordinul al zecelea, 
nu avem unități de ordinele al nouălea, al optulea şi al şaptelea, 
avem unități de al şaselea şi de al cincilea ordin şi nu avem 
unități de la al patrulea în jos? Imediat găsim acest număr : 
1000110000, adică 560 din sistemul zecimal. 

Toate acestea se pot exprima și altfel. Să considerăm un şir 
de numere care încep cu unitatea, fiecare număr fiind de două ori 
mai mare decît precedentul (progresie geometrică): 


Ela d d, Be 16, 32 4, 128, 256, 512 
(| 2 3 4 5 (5) 7 8 9 IOS 


Orice număr poate fi reprezentat ca o sumă de mai mulți termeni 
ai acestui șir. De exemplu, 19 este egal cu suma primului, al 
doilea și al cincilea termen (rangul fiecărui termen este notat 
cu cifre mici dedesubt); numărul 100 este egal cu suma terme- 
nilor al treilea, al șaselea și al șaptelea etc. În: adevăr, orice 
număr poate îi scris în sistemul de numerație binar : unităţile ne 
vor indica termenii din această progresie care figurează în numă- 
rul respectiv, iar zerourile ne vor indica termenii care lipsesc 
(19= 10011, 100= 1100100). 

Acum nu este greu să explicăm următorul joc distractiv. Pro- 
puneţi partenerului să se gîndească la un număr cuprins între | 
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și 3l, apoi îi daţi cartonul cu tabela din fig. 3 și cereţi-i ca, lără 
să vă arate tabela, să spună în ce linii se află numărul ; de în- 
dată ce el vă va spune numerele liniilor, veţi putea să ghiciţi 
numărul la care s-a gindit. 


PETE ae ere [e eee EP 
NANE DGE 22 | 23| 26 2730 |31 
EEIEIEAICIEA EI E) CA EEE 
15 
23 | 24 


21 | 22] 23| 28 | 29 | 30| 31 
w4| 8 | 9 12 | 13 | 14 |15 | 24125 |286 |27 | 28 |29 | 30] 31| 
[xes | 16 [17 20 | 21 | 22 [25262728 |29]30] 3 | 


Fig. 3 


Această tabelă este întocmită foarte simplu. În prima linie 
figurează toate numerele de la 1l pină la gl, care au în scrierea 
binară o unitate drept primă cifră din dreapta (adică toate nu- 
merele impare). În linia a doua ligurează toate numerele care sh 
o unitate în locul al doilea din dreapta. De exemplu, număru 
trei, care se scrie în sistemul binar 11, figurează atit în linia intii, 
cît și în a doua. deoarece primele sale două cifre din dreapta sînt 
unităţi. In același mod sînt alcătuite și celelalte linii. In ultima 
linie figurează toate numerele cuprinse intre Í și 3l, “iad a 
scrierea binară cifra a cincea din dreapta 1, adică numerele de 
a 16 pînă la 31. PeR 
cris a că partenerul s-a gîndit la numărul 29. El 
vede că acest număr figurează în prima linie, în a treia, în a 
patra și în a cincea. Spunîndu-vă aceste linii, el vă indică, fără 
să-și dea seama, că în scrierea binară numărul la care s-a gîndit 
are cîte o unitate de ordinele întîi, al treilea, al patrulea și al 
cincilea. Știți că în sistemul binar unitățile de aceste ordine sint 
numerele |, 4, 8 și 16 (ele figurează în prima coloană a tabelei). 
Acum este ușor să reconstituiți aproape instantaneu numărul la 
care s-a gîndit partenerul: trebuie numai să adunați în minte 
cele cîteva numere mici, iar rezultatul va fi 29. x. 

Se mai poate imagina și un alt joc distractiv de elect. lre- 
buie doar să învăţăm a memora repede cîteva numere de cite 
două cifre (ca și cum am reține două numere de telefon, ia 
ce nu este greu, cu atit mai mult cu cit ele trebuie memor ate gone 
citeva minute). Jocul consistă în următoarele: propuneţi parte- 


45 


nerului să deseneze un pătrat din 5X5 celule și să Mpana în 
mod arbitrar cruciulițe în aceste celule. Apoi, ina, s o jumătate 
de minut, examinați Cu é tenția pătratul și-l restitu ip: ai a 
Vă obligaţi apoi ca peste cinci minute să redesen: i din memori 
dispoziţia cruciulițelor, ceea ce veţi reuși imediat. Cei din jur își 
vor închipui că este ceva foarte simplu, însă cereţi oricăruia iris 
ei să memoreze într-o jumătate de minut dispoziţia cruciulitelor 
din pătrat: puteți fi sigur că nimeni nu va reuși | l 
Care este secretul memorizării 1 rapide a dispoziţiei cruciuli- 
telor în tabela pătrată ? Cel mai simplu este să recurgem la un 
exemplu. Fie dată următoarea dispoziţie a cruciulițelor : 


Consideraţi cruciuliţele drept unităţi, iar celulele goale, ze- 
rouri. Atunci fiecare linie poate fi considerată ca un număr scris 
în sistemul binar. In exemplul nostru avem următoarele numere : 


1100, 
10110, 
lii, 
11001, 
1010 


(zerourile din stînga unităților au fost omise). Aceste numere se 
citesc ușor : 


1100= 12, 
10110=22, 
111= 07, 
11001 —95, 
1010= 10. 


Cu un oarecare antrenament această convertire din sistemul bi- 
nar în cel zecimal se realizează aproape instantaneu. Ne rămîne 
să memorăm șirul de numere : 12, 22, 07, 25, 10. Pentru conver- 


tirea din sistemul binar în cel zecimal ȘI pentru memorarea aces- 


tui șir, o jumătate de minut este suficientă, dacă am exersat sufi- 
cient înainte. 
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După cinci minute, cînd din memoria tuturor s-a șters dis- 
poziția cruciulițelor, continuaţi să ţineţi minte șirul de numere. 
După aceste numere puteți reconstitui imediat tabela iniţială: 
este suficient să le scrieţi unul sub altul în sistemul de numerație 
binar, înlocuind unităţile cu cruciulițe. 

Această posibilitate de a folosi sistemul de numerație binar 
ca procedeu pentru memorarea tabelelor pătratice se foloseşte la 
cifrare şi la criptografie. Modul cum se realizează aceasta este 
relatat amănunţit în cartea lui ȘI. M. Ilepenbman, »XuBaa Mare- 
MaTruka«, Locrexusnar, M.—JI., 1946. 

Cititorul va observa că în toate raţionamentele noastre există 
ceva neriguros. Am folosit de cîteva ori expresia: „orice număr 
(întreg) poate Îi scris într-un sistem de numerație pozițional cu 
orice bază“. Oare așa să fie? Raţionamentele pe care le-am folo- 
sit în capitolul precedent, scriind același număr în sisteme cu baze 
diferite arată că aceasta este probabil adevărat. Problema va Íi 
tratată mai profund în cele ce urmează, la sfîrsitul capitolului VI 
(p. 60); acolo vom demonstra riguros posibilitatea de a repre- 
zenta orice număr într-un sistem pozițional cu orice bază. 

In încheiere, vom face cîteva observaţii. Așa cum în sistemul 
de numerație zecimal putem scrie numere întregi și iracţionare 
(îracţii zecimale), tot astfel putem introduce fracții binare, ter- 
nare etc. Aceste fracții au aplicaţii interesante, însă cartea noa- 
stră este consacrată numai numerelor întregi și de aceea nu ne 
vom putea ocupa de ele. 


CAPITOLUL VI 
MĂSURA COMUNĂ 


dunarea și înmulţirea cele două operaţii directe 
— se bucură de următoarea proprietate importantă : 
ele sînt întotdeauna posibile în numere intregi. 
Mai exact, dacă sînt date două numere naturale 
arbitrare, putem găsi întotdeauna un număr natu- 
ral egal cu suma lor și un număr natural egal cu produsul lor. 
Situaţia se prezintă altfel în cazul operaţiilor inverse: al scă- 
derii și împărțirii. Nu întotdeauna putem găsi un număr natural 
egal cu diferența a două numere naturale date (de exemplu nu 
există un număr natural egal cu 5—8 sau 0—6); tot astfel, nu 
reuşim totdeauna să găsim un număr natural egal cu citul a 
două numere naturale (de exemplu nu există un număr natural 
egal cu 5:8). Intre scădere și împărţire există însă o deosebire 
esențială. Astiel, putem alla foarte simplu dacă un număr natural 
se poate scădea sau nu din altul. Există un „criteriu al scăderii“, 
unic și universal : dacă numărul b este mai mare decit numărul a, 
sau egal cu el, nu putem să-l scădem pe b din a, adică nu putem 
găsi un număr natural egal cu a—b. Dimpotrivă, la împărțire 
adeseori este greu să aflăm dacă numărul a se împarte sau nu 
prin b (adică dacă a/b este sau nu un număr natural). 

Mai mult, din orice număr natural (cu excepția lui 1) putem 
scădea toate numerele mai mici decît acesta. Diverșii scăzători 
posibili ai numărului N vor fi întotdeauna în număr de N—I (de 
exemplu, pentru numărul 5, scăzătorii posibili vor fi numerele 1, 
2, 3, 4, adică în total N—l1=5—1=4 numere). In cazul împăr- 
țirii, însă, situaţia este mult mai complicată. Există un număr 
care are un singur divizor : acesta este 1. Există numere care au 
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doi divizori: 1 și numărul însuși (astfel sînt numerele 2, 3, 5, 
7 etc.). În sfirșit, există numere care au mai mult decît doi divi- 
zori ; aşa de exemplu, numărul 6 are patru divizori (1, 2,3 si 6). 
Numerele care au numai doi divizori se bucură de multe proprie- 
tăți remarcabile. Ele se numesc numere prime. 

Așadar, chiar cea mai superficială privire de ansamblu asupra 


operațiilor aritmetice cu numere naturale pune două probleme, 


aparent foarte simple. Prima dintre ele consistă în a găsi criteriile 
(„regulile de divizibilitate“) care ne permit să aflăm dacă un 
număr se împarte sau nu prin altul (astfel ca să obţinem un 
număr natural la cît). A doua problemă consistă în a studia pro- 
prietățile numerelor prime. Ambele, și îndeosebi a doua, prezintă 
dificultăți mult mai mari decît pare la prima vedere. În studiul 
lor matematicienii s-au lovit de multe chestiuni noi. Unele dintre 
aceste chestiuni au rămas nerezolvate pînă în zilele noastre, desi 
matematicienii studiază numerele prime de peste 2000 de ani. 
Regulile de divizibilitate și teoria numerelor prime formează 
obiectul principal al teoriei divizibilităţii — un capitol foarte 
important al teoriei numerelor, despre care a fost vorba în intro- 
ducerea 'cărții noastre. 

Pentru a ne familiariza cu unele probleme ale teoriei nume- 


relor, trebuie să ne reamintim si să aprolundăm citeva definiții 


și teoreme fundamentale din cursul școlar de aritmetică. 

Să începem cu următoarele. Dacă există un număr natural n 
egal cu citul împărțirii numărului a prin b, adică un număr care 
inmultit cu b să de a, atunci spunem că a este multi plul lui b, 
sau că a este divizibil sau se împarte prin b. Numă- 
rul b se numește divizor al numărului a. Astfel, 6 este un multiplu 
al lui 2; 15 este divizibil prin 5 etc. Faptul că b este un divizor 
al lui a se exprimă prin următoarea formulă : 


a=bn, 


unde n este un număr natural. 

In teoria divizibilităţii trebuie să recurgem permanent la trei 
teoreme din aritmetică, pe care le vom întilni curent în majori- 
tatea raționamentelor ce vor urma. Deşi este poate plictisitor, ne 
vom opri aici asupra lor, pentru ca în capitolele următoare să nu 
ne mai abată atenţia de la esența problemelor. 

Teorema 1. Dacă a este divizibil prin b, iar b, la rindul său, 
este divizibil prin c, atunci a este divizibil prin c. 

Teorema 2. Dacă suma algebrică (adică suma sau diferenta 
aritmetică) a mai multor numere este egală cu zero sau este 
divizibilă printr-un număr N şi toți termenii, în ajară de unul 


+4 — Despre numere și studiul numerelor 
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despre care nu știm nimic, sint multipli ai lui N, atunci Și acest 
din urmă termen va fi divizibil prin N. 

Teorema 3. Dacă produsul a două numere întregi a si b se 
imparte printr-un număr m, care nu are divizori comuni cu a 
(bineinteles, în afară de unitate), atunci b este divizibil prin m. 

Primele două teoreme sînt absolut clare. Dacă 36 este divizibil 
prin 9, iar 9, la rindul său, se împarte cu 3, înseamnă că si 36 


trebuie să se împartă prin 3. Tot astfel, dacă 3 x—9+81=0, 
este clar că x trebuie să fie un multiplu de 3. Aceste teoreme 
trebuie demonstrate, nu pentru a convinge pe cineva de adevărul 
lor, ci pentru a arăta cum sînt legate de alte propoziţii mai simple. 
Cititorul le va demonstra fără dificultate. Ín ceea ce priveşte a 
treia teoremă, ea se demonstrează mai greu, cu toată simplitatea 
ei aparentă. Vom reveni asupra acestei teoreme la p. 54. 

Inainte de a trece mai departe, să ne ocupăm de împărţirea cu 
rest. Dacă înmulțirea cu un număr întreg poate fi considerată ca 
o adunare repetată, este firesc să considerăm împărţirea drept 
o scădere repetată. De exemplu, pentru a împărţi 20 prin 5, vom 
scădea 5 din 20; după prima scădere, vom obţine 15, după a 
doua 10, după a treia 5, după a patra zero (în studiul problemelor 
de divizibilitate, este comod să adăugăm numărul zero la nume- 
rele naturale, considerînd, astiel, toate numerele întregi care nu 
sînt negative). Așadar, în acest caz sînt posibile patru scăderi 
consecutive ; aceasta înseamnă că împărţirea lui 20 prin 5 dă 
citul 4. Persoanele care au avut ocazia să lucreze cu sciotu! sau 
cu aritmometrul, vor socoti aceste consideraţii asupra împărţirii 
cit se poate de firești. Nu este greu de observat că numărul de 
scăderi consecutive este egal cu acel număr care, înmulțit cu 
împărțitorul (cu scăzătorul repetat) va da deîmpărţitul (numărul 
inițial). 

Deoarece în capitolul de faţă și în cele imediat următoare vom 
considera alături de numerele naturale şi numărul zero, enunțăm 
aici proprietăţile lui. În primul rînd, trebuie arătat că nici un 
număr nu poate fi împărţit prin zero. În adevăr, cu ce poate fi 
egal a:0, pentru a40? Cu nici un număr, dat fiind că orice 
număr înmulțit cu zero va da zero și nu a. Dacă vom încerca însă 
să împărţim pe zero prin zero, vom putea lua drept cît orice 
număr, dat fiind că orice număr înmulţit cu zero dă zero. Din 
această cauză, este strict interzis în matematică să împărţim prin 
zero. Dimpotrivă, numărul zero poate fi împărţit prin orice număr 
"(diferite de zero), cîtul fiind totdeauna zero. Cînd vorbim despre 
împărțirea numerelor întregi, însă nu neapărat naturale, ajungem 
la concluzia că zero se împarte fără rest prin orice număr întreg 
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care nu este nul, deoarece 0:a=0, iar zero se consideră număr 
întreg. Bazîndu-ne pe aceasta, obișnuim să spunem că zero este 
multiplul oricărui număr. 

Scăderea repetată este aplicabilă și atunci cînd deimpărţitul 
nu este multiplu al împărţitorului. În acest caz, ultima scădere nu 
ne va da zero, ci un număr mai mic decît împărţitorul, care se 
numește r e s t. De exemplu, să împărţim 17 prin 5, folosind metoda 
scăderii succesive. Scăzind pe 5 din 17 prima dată obținem 12; 
la a doua scădere obținem 7, la a treia 2. Mai departe nu putem 
scădea. Așadar, cîtul împărțirii lui 17 prin 5 va îi egal cu numărul 
de scăderi consecutive, adică 3, iar restul va fi numărul 2. 

Scăderea consecutivă a numărului b din numărul a, în care 
obținem cîtul n și restul r, se poate scrie compact astfel : 


a—b—b—-...—b=r (0<r<b) 
de n ori 


reducerea termenilor asemenea dă a—bn=r sau a—r=bn, ceea 
ce revine la a'spune: dacă din numărul a scădem restul r rezultat 
din împărţirea lui a prin b, diferenţa a—r va fi divizibilă prin b. 

Mai importantă este următoarea așezare a termenilor în 
formulă : 


a=bn+r (0<r<b). 


Aceasta este formula fundamentală de definiţie a împărțirii cu 
rest. Trebuie subliniat faptul că r este totdeauna mai mic decit b. 
Dacă r este nul, împărţirea se efectuează exact. Pentru a nu eli- 
mina acest caz, vom introduce în formulă și semnul de egalitate 
(r=0), legîndu-l de semnul inegalităţii. Vom avea astfel: 


a=bn+r (0<r<b). 


Din raționamente reiese clar că numerele n și r sînt deter- 
minate în mod unic prin numerele a și b. Cu alte cuvinte, dacă 
sint date două numere a și b (a>b), atunci cîtul n si restul r 
sint unic determinate ; restul este nenegativ (adică pozitiv sau 
nul) și întotdeauna mai mic decît împărţitorul. 

Să părăsim pentru puţin timp manualele de aritmetică mo- 
derne și să vedem cum era abordată problema divizibilităţii în 
urmă cu peste 2000 de ani de către Euclid, unul dintre cei mai 
mari matematicieni greci. În opera sa „Elemente“, compusă din 
13 „cărți“, el a sintetizat și sistematizat cunoștințele de mate- 
matică ale timpului. „Elementele“ lui Euclid sînt atit de bine 
elaborate, încît pînă acum vreo 100 de ani în școlile din Anglia, 
geometria se studia direct după cartea lui Euclid, folosită ca 
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manual. In fond, „Elementele“ sînt consacrate geometriei, însă 
ele se ocupă și de unele probleme de aritmetică ; astiel cartea a 
cincea este consacrată teoriei proporţiilor, a zecea, clasificării 
mărimilor iraționale, iar cărţile a șaptea, a opta și a noua se 
ocupă de aritmetica numerelor întregi. Între altele „Elementele“ 
studiază aflarea măsurii comune a două segmente si problema 
înrudită a aflării celui mai mare divizor comun a două numere 
intregi. Procedeul pe care îl folosim pentru a obţine cel mai mare 
divizor comun a două numere și-a păstrat de altfel numele de 
algoritmul lui Euclidi). 

Se numește măsură comună a două segmente un al treilea 
segment care poate îi purtat de un număr întreg de ori pe fiecare 
dintre cele două segmente date. De exemplu, să găsim măsura 
comună a segmentelor AB si CD din fig. 4. Așezăm segmentul 
mai mic CD peste cel mare AB, pornind din punctul A, de 'cîte 
ori va fi posibil. Dacă CD se cuprinde în AB de un număr intreg 
de ori, fără rest, el va fi, evident, măsura comună. Dacă însă, cum 
este cazul în desenul nostru, va rămîne un rest DB, va trebui să 
căutăm măsura comună a celui mai mic dintre segmente CD 
și a restului DB, adică să luăm pe CD, începînd din punctul C, 
unul după altul segmente egale cu DaB. În fig. 4, segmentul DB 
poate fi purtat exact de patru ori pe CD. Segmentul CD se cu- 
prinde în AB de trei ori, cu un rest egal cu DB. Asadar, DB 
se cuprinde în AB exact de 4:-3+1=13 ori. Prin urmare, DsB 
se cuprinde de un număr întreg de ori și în AB (de 13 ori) și 
în CD (de 4 ori). El este măsura comună a acestor segmente. 


D, D, D, 
A = a —— g 
/ 8, Ba 83 
l o—— 0 Dy—8 


Măsura comună 


Fig. 4 


Nu întotdeauna aflarea măsurii comune se desfășoară atit de 
repede și simplu. Se poate întîmpla ca restul să nu se cuprindă 
de un număr întreg de ori în segmentul mai mic. În acest caz vom 
obține un segment nou (al doilea rest), care va trebui purtat în 
lungul primului segment-rest. Dacă unul dintre resturile succe- 
sive (al cincilea, al zecelea, al o sutălea, al miilea,...) se va 


1) Se: numește algoritm o regulă care ne permite să rezolvăm în mod 
automat o anumită problemă de matematică, să efectuăm un anumit calcul ete. 
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cuprinde de un număr întreg de ori în cel precedent, el va fi 
măsura comună a celor două segmente iniţiale. 

Se întîlnesc însă și situaţii mai dificile. Se poate întimpla 
ca această purtare succesivă a fiecărui nou rest pe cel precedent 
să nu se termine niciodată. De fiecare dată vom obţine cîte un 
alt rest. In acest caz nu putem găsi o măsură comună a celor 
două segmente, deoarece ea nu există. Astfel este cunoscut că 
latura pătratului și diagonala lui nu au o măsură comună. 

Și în aritmetica numerelor întregi putem pune problema mă- 

surii comune a două numere, adică a unui număr care să se 
cuprindă de un număr întreg de ori în fiecare dintre ele, adică 
cele două numere date să se împartă prin el fără rest. Spre deose- 
bire de segmente, la numerele întregi există întotdeauna 
această măsură comună : numărul unu, care „se cuprinde“ de un 
număr întreg de ori în orice număr întreg. Însă, pe lingă 1, două 
numere pot să aibă și alte măsuri comune. De exemplu, 6 și 20 
au ca măsură comună numărul 2: ambele sînt divizibile prin 2. 
In general, orice număr prin care se împart fără rest două 
numere date este o măsură comună a lor. De aceea, se pune în 
mod firesc problema aflării tuturor divizorilor comuni a. două 
numere date și, în particular, problema găsirii celui mai mare 
dintre divizorii lor comuni. 
Se numește cel mai mare divizor comun a două 
numere date cel mai mare număr prin care sînt divizibile acestea. 
Dacă cel mai mare divizor comun a două numere este egal cu 1, 
se spune că aceste numere sînt prime între ele. De exemplu 
8 și 9 sînt prime între ele. Tot astfel, vor fi prime între ele nume- 
rele 12 și 35. lată definiţia numerelor prime între ele, dată de 
Euclid: „Dacă dintre două numere întregi inegale cel mai mic se 
scade din cel mai mare şi restul nu măsoară exact pe cel precedent 
pină cînd el nu este egal cu unitatea, atunci numerele date sînt 
prime între ele“. 

Acest fragment este foarte bogat în conţinut. El nu dă numai 
definiția numerelor prime între ele, ci ne arată totodată cum să 
calculăm cel mai mare divizor comun. De aceea, după cum am 
mai spus, metoda pentru calculul celui mai mare divizor comun 
se numește algoritmul lui Euclid. 

Să exprimăm în limbajul actual al matematicii şi să analizăm 
cu mai multă atenţie această formulare foarte concisă a lui Euclid. 

Fie date două numere naturale a și b, dintre care a este mai 
mare decit b; trebuie să aflăm cel mai mare divizor comun al 
acestor numere. După Euclid ar urma să-l scădem pe cel mai 
mic din cel mai mare pînă cînd vom obţine un rest; în loc să 
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procedăm astfel, vom împărți pe a prin b; vom obține un cit mi 
și un rest ru, ceea ce se va putea scrie: 


a=bmy+ri (0<n<b). 


Restul rı este mai mic decit b. Se poate întîmpla ca b să fie-divi- 
zibil prin acest rest. Atunci membrul al doilea al egalităţii noastre, 
ca sumă a două numere divizibile prin rı, va fi de asemenea divi- 
zibil prin rı; deci și numărul a, egal cu această sumă, va fi divi- 
zibil prin rı. Restul z; va fi divizorul comun al numerelor a și b. 
Pe de altă parte, scriind egalitatea sub forma rı, =a—bm, vedem 
că orice divizor al numerelor a și b va fi divizor al numărului ri; 
prin urmare, acest divizor nu va fi mai mare decit ri, ceea ce 
înseamnă că rı va fi cel mai mare divizor comun al numerelor 
asi b. 

De exemplu, fie a=24 și b=16. Impărţind pe 24 prin 16, 
obținem citul 1 (rm=1) și restul 8 (ri=8). Însă 8 este divizor al 
lui 16. Înseamnă că 8 va îi cel mai mare divizor comun al nume- 
relor 16 și 24. În adevăr, să verificăm. lată toţi divizorii nume- 
relor 16 şi 24: 


Divizorii lui 16 | 25 A 8) 16 

Divizorii lui 24 | T A Sid 8 12 24 

Divizorii comuni ai ; 
numerelor 16 şi 24 | | 2 4 8 


Cel mai mare dintre divizorii comuni ai numerelor 16 și 24 
este numărul 8, pe care l-am obținut înainte. 

Se poate întîmpla însă ca cel mai mic dintre numerele date b 
să nu se împartă prin rı. Inainte de a studia acest caz, atragem 
atenția asupra unui fapt important. Să admitem că la împărțirea 


prin b, numărul a dă restul ri. Am văzut că aceasta se scrie: 
a=bn+rj (0<r<b). 


Orice divizor al numerelor a și b va fi divizor al lui rı sati, 
cu alte cuvinte, orice divizor comun al perechii de numere a și b 
va îi totodată un divizor al perechii b și ri; prin urmare, cel mai 
mare divizor comun al numerelor a şi b va fi totodată cel mai 
mare divizor comun al numerelor b și rı. Rezultă o teoremă im- 
portantă referitoare la aceasta. 

Teoremă. Cel mai mare divizor comun a două numere este 
egal cu cel mai mare divizor comun al numărului mai mic Și al 
restului obținut în împărțirea celui mai mare dintre numerele date 
prin cel mai mic. 
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Inarmaţi cu această teoremă, să revenim la analiza cazului 
cînd împărțirea lui a prin b ne dă restul ri, prin care b nu este 
divizibil. Atunci, împărțind pe b prin r} vom găsi un al doilea 
cît mo și un al doilea rest ro. La aceasta se referă Euclid cînd 
vorbește despre aplicarea consecutivă a scăderii repetate (după 
lormula împărțirii cu rest). Prin urmare, obţinem două egalități : 


=mb+r, (0<r<b), 
b= mor +r (0O<ro<r,). 


Noul rest ra va fi mai mic decit noul împărțitor, adică decit primul 
rest ri. Așadar, obținem un rezultat important: r2<rj. 

Vom aplica această metodă succesiv, așa cum. ne sfătuiește 
Euclid. Împărțim pe rı prin rə. Obţinem un nou cît ma si un nou 
rest r3, neapărat mai mic decit ra: 

Ta=ro. 


Se pune întrebarea: se va termina vreodată acest șir de operaţii 
succesive sau este posibilă repetarea lor infinită, cum se întîmplă 
uneori la aflarea măsurii comune a două segmente ? Se observă 
ușor că, în acest caz, nu este posibilă o repetare infinită a șirului 
de operaţii. 
In adevăr, am văzut că primul rest rı este mai mic decit b. 
Al doilea rest rə este mai mic decît rı și așa mai departe: 
b> >ra 3? T4. n. 
Numerele b, ri, ra, ra... sînt întregi și pozitive ; fiecare dintre ele 
este cel puţin cu o unitate mai mic decît cel precedent, astiel că 
ele sînt toate distincte. Nu există însă prea multe numere întregi 
și pozitive, distincte, mai mici decit b: numărul lor este b—l. 
Prin urmare, mai devreme sau mai tirziu, împărțirile cu rest se 
vor termina și ultima împărţire nu va mai avea rest. 
Să notăm cu n numărul de împărțiri consecutive cu rest. 
Avem: 
prima împărţire:  a=bmu+ri ( 
a doua împărțire: b=rimo+ra (0O<ro<r); 
a treia împărțire: ri =rams+ra ( 


a n-a împărţire: Tn—2= nunta (OCra<Tn—). 


Următoarea împărţire, a (n1+1)-a, se va efectua neapărat fără 
rest : 
a (n+l1)-a împărțire: Pana = rin + 


n 
o 


Acum vom face uz de teorema referitoare la cel mai mare 


divizor comun (p. 54). Din prima egalitate se vede că cel mai 


mare divizor comun al numerelor a și b este egal cu cel mai mare 


divizor comun al numerelor b și rı. Însă, în virtutea celei de-a 
doua egalități, acest divizor este egal cu cel mai mare divizor 
comun al pi rı Și re. Așadar, cel mai mare divizor comun 
al numerelor a și b este egal cu cel mai mare divizor comun al 
numerelor r şi T2. Considerînd a treia egalitate, ne convingem 
că ultimul este egal cu cel mai mare divizor comun al nume- 
relor re şi rs. Inaintind succesiv pînă la egalitatea a n-a, ajungem 
la concluzia că cel mai mare divizor comun al numerelor a'si b 
este egal cu cel mai mare divizor comun al numerelc 
Insă ra—se împarte fără rest prin ra. Prin urmare, rneste cel mai 
mare divizor comun al numerelor rn— Și Ta, deci cel mai mare 
divizor comun al numerelor a și b. În consecinţă, algoritmul lui 
Euclid ne duce efectiv la rezultatul căutat. 

Modul în care se scriu operațiile cînd se calculează practic 
cel mai mare divizor comun poate fi ilustrat prin următorul exem- 
plu. Să aflăm cel mai mare divizor comun al numerelor a=729 
i b=522. 

Incepem operația mai aproape de marginea din dreapta a 
hîrtiei : 


(=> snmeeeenee sn wiee 129|522 visaa SE IT UC dc, 


522 1 
520207 avea a aana etape sai 


j 414 2 
207 108 EA AARAA e e 1... s.a dp. 0... 1... => 
108 1 
PORN ete ae asa au e ala aa a AI 
99 1 


99 11 


în acest exemplu, împărțirea trebuie efectuată de n+1=5 ori. 


Al patrulea rest (r4=9) este tocmai cel mai mare divizor comun 
al numerelor 729 și 522. 


ca 
[4] 


r Fans ȘI Ina 


La aflarea celui mai mare divizor comun a două numere ne 
interesează numai resturile obținute din diversele operații de îm- 
părțire consecutive. Cîturile nu ne interesează. De aceea, resturile 
din exemplul de mai sus au fost tipărite cu caractere grase. În 
unele probleme însă sînt importante cîturile succesive ; de aceste 
probleme nu ne vom ocupa aici 1). 

Să revenim la coloana de egalităţi scrise la aflarea celui mai 
mare divizor comun : 

=bm+4 


L3 


ri =Toms+r3; 

In—3 = fnnt n15 

In—2 = Fn—Mn+fn . 
in care a și b sînt cele două numere date (a este mai mare decit b), 
Mi, Mə... Sint citurile succesive, iar ri, Ta... resturile succesive. 

Transcriem „pe dos“ această coloană, adică începînd cu ultima 

egalitate și rezolvăm în raport cu termenul din extrema dreaptă ; 
obținem : 


Fn =In—2—Tn—uln ( 1) 
Tn—1 = fn ~ la-a i; (2) 
Ta =r; —řms : (n—2) 
fa =b0—T Ms ; (n—1) 
r =a—brm. (r) 


In dreapta este indicat numărul de ordine al fiecăreia dintre ega- 
lităţi. Să isa jetta acum în egalitatea (1) expresia lui rn—a 
din egalitatea (2); obținem: 


IR=In—— (fn—=3—fn—2Mn—1) Mn 


Fn=(1 FMn- IMn) Tn—2— Mnl n—3. 


Ultimul rest rn, care este cel mai mare divizor comun al nume- 
relor a și b, se exprimă prin numerele rn-2 și rn-—3, coeficienţii 


iturile succesive sînt necesare, de exemplu, la dezvoltarea unui număr 
racție continuă, unde se aplică tot algoritmul lui Euclid. 


lui Fn—2 și Tn-3 din această expresie fiind numere întregi (pozitive 
Sa negative). Să notăm aceste numere cu A și Bi. 
Avem : i 


A, =] Nina 3 


B,= —m 


ns 
Cu aceste notatii, ultima egalitate se. va scrie : 

Tn= Ana 4- Bifi=3 . 
Trecem acum la egalitatea (3) (ea nu a fost scrisă, ci înlocuită 
cu puncte, însă cititorul o poate reconstitui cu ușurință). Această 
egalitate exprima pe rn—in functie de Fn—3 și rn—4.Substituind-o 
in expresia lui ra ṣi reducînd termenii asemenea, obținem: 


In= Af n3 + Born, 


unde As și Bə sînt iarăşi numere întregi (pozitive sau negative). 
Repetind operaţia de n ori, ajungem în sfîrşit la relaţia: 


Ta = AQ+ Bb. (1) 


Această relație dă cel mai mare divizor comun Taa două numere 
intregi arbitrare a și b, în funcție de însăși numerele în cauză, 
coelicienţii A și B fiind numere întregi. 

_ Expresia (1) joacă un rol foarte important în teoria numerelor 
ȘI o vom mal întilni de repetate ori în cartea noastră. 

lată o primă aplicaţie a ei. 

Să considerăm două numere a si m, prime între ele. Să pre- 
supunem că produsul ab al numărului dat a cu un număr întreg 
b este divizibil prin m. Ce putem spune despre divizibilitatea lui b 
prin m? 

Să aplicăm proprietatea celui mai mare divizor comun a două 
numere, exprimată de formula (1), coeficienţii A și B fiind numere 
intregi (pozitive sau negative). Vom avea: 


| =Aa+Bm, 
pe fiind in cazul nostru egal cu unitatea, deoarece a si m sînt 
prime între ele. 
Inmulţind ambii membri ai egalităţii cu b, rezultă 


b= Aab + Bmb. 
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Cei doi termeni din membrul al doilea se divid prin m; primul 
pentru că ab este divizibil prin m (conform ipotezei), iar al doi- 
lea, deoarece conține explicit factorul m. Prin urmare, și membrul 
întîi, adică numărul b este divizibil prin m. 

In felul acesta am obținut demonstrația celei de-a treia teo- 
reme considerate la începutul acestui capitol (p. 50). 

Am mai întîlnit o împărțire consecutivă — de natură întru- 
cîtva diferită — la convertirea unui număr dintr-un sistem de 
numerație în altul (p. 34). Acolo, spre deosebire de algoritmul 
lui Euclid, toți divizorii erau identici. Să insistăm ceva mai amă- 
nunțit asupra acestei împărțiri. 

Fie date un număr a și o bază m a unui sistem de numerație. 
Numărul a poate fi dat în orice alt sistem de numerație, scris cu 
cifre romane sau într-un alt mod. Se pune problema principială : 
poate fi oare numărul a scris în sistemul poziţional cu baza m? 
Am văzut cum decurge practic aceasta ; toate exemplele întîlnite 
în capitolele IV și V par să confirme această posibilitate. Mai 
rămîne să studiem problema din punct de vedere teoretic, adică 
să demonstrăm teorema sub forma ei generală. 

Așadar, se cere ca numărul a să fie scris în sistemul cu baza m. 
Impărţim pe a prin m. După cum știm, aceasta revine la deter- 
minarea în mod unic a cîtului n și restului ri: 


a=mfn; +r]. 


n, arată cîte grupe de m unități (cîte unităţi de ordinul al doilea) 
sint conținute în numărul a. rı dă numărul de unități libere de 
primul ordin. Dacă numărul m este mai mic decit baza sistemu- 
lui de numerație, problema este rezolvată: numărul nostru este 
format din m unităţi de ordinul al doilea și din rı unităţi de 
ordinul întîi și se scrie: 

nr, !). 


Dacă însă m este mai mare decît m, repetăm aceeași operație : 
împărțim pe m prin m și obţinem citul na și restul ra. Cîtul repre- 
zintă numărul de unităţi de ordinul al treilea, iar restul, numărul 
de unități de ordinul al doilea. Dacă n este mai mic -decît mm, 

!) Aici, ca şi în capitolul IV (v. p. 34), mru nu înseamnă produsul nume- 
relor nı şi ru, ci doar două cifre scrise alături, cum sînt cifrele 3 şi 5 în 
numărul 35. 


problema este rezolvată, în sensul că numărul a se scrie în siste- 
mul cu baza m astfel : 
Hoo 


(adică Nor +rom+r). In cazul cînd ns este mai mare decit m, 
repetăm împărţirea. 

Insă numărul a este un număr dat , perfect determinat. Dacă 
vom considera şirul de puteri ale numărului întreg m, mai mare 
decît 1, adică m, m2, m5,..., atunci vom găsi neapărat în acest 
șir o putere cu un anumit exponent (să-l notăm cu 4), astiel 
încit m să fie mai mare decît a. Aşadar, după q împărțiri succe- 
Sive prin m, operația se va încheia și vom obţine o reprezentare 
unică, bine determinată, a numărului a în sistemul poziţional cu 
baza m. Este tocmai ceea ce voiam să demonstrăm. 


CAPITOLUL VII 
ECUAȚIILE PE CARE LE STUDIAZĂ ARITMETICA 


itlul acestui capitol poate trezi nedumeriri : în ade- 
văr, ecuaţiile se studiază în algebră! Care pot fi 
atunci ecuațiile ce intră în preocupările aritmeticii ? 
Se constată că există un tip special de ecuații — 
mai exact un punct de vedere deosebit asupra unor 
ecuații — care, prin esența sa, este mult mai aproape de arit- 
metică decît de algebră. Despre ce fel de ecuaţii al vorba ? 

Să luăm următoarea problemă simplă. 

Intr-un artel era un anumit număr de muncitori calificați și 
necalificaţi. Fiecare muncitor calificat a primit pentru munca 
efectuată cîte 210 ruble, iar fiecare muncitor necalificat, cite 
150 ruble. În total, s-au încasat 1740 ruble. Cîţi lucrători califi 
cați avea artelul și cîţi necalificaţi ? 

Ecuația acestei probleme este foarte ușor de alcătuit: dacă 
numărul muncitorilor calificaţi este x, iar al celor necalificaţi y, 
atunci primii au cîștigat 210x ruble, iar ceilalți 150 ruble. Suma 
acestor cantităţi trebuie să fie egală cu cîștigul total, ceea ce dă 
imediat ecuația 


210x+ 150y=1 740 
sau, după simplificarea cu 30: 
7x+5y=5 


Aici intervine însă o dificultate: nu dispunem de nici un fel de 
date pentru întocmirea celei de-a doua ecuaţii. În astfel de pro- 
bleme, care se găsesc în număr foarte mare în diferite culegeri, 
se dă întotdeauna cîte o condiție suplimentară : fie numărul total 


6l 


al muncitorilor, fie raportul dintre numărul de muncitori calificați 
ȘI necaliiicaţi, fie altceva asemănător. Atunci putem scrie o a 
doua ecuație și rezolva fără dificultate sistemul simplu pe care 
l-am obținut. În exemplul nostru nu avem date suplimentare. 
Trebuie rezolvată ecuaţia unică : 


Tx+5y=58. 


„Din punctul de vedere al algebrei, problema este clară : ecua- 
ţia are o infinitate de soluții. Oricărui număr x, arbitrar, îi cores- 
punde un număr y determinat, pe care îl calculăm cu formula 


Această soluţie a problemei nu ne poate însă satisface. Iu 
adevăr, numărul de muncitori din fiecare categorie trebuie să fie 
intreg $i pozitiv (in caz extrem, una dintre necunoscute 
poate fi egală cu zero, artelul fiind format din lucrători dintr-o 
singură categorie). 

„Așadar, din infinitatea de soluţii ale ecuaţiei 7x+5y=58 ne 
interesează numai perechile de valori pentru x şi y în care ambele 
necunoscute sint numere naturale. Se vede ușor că pentru x=0 


sau y=0, a doua necunoscută este iracționară, astfel că putem 
lăsa de o parte soluţiile nule. Aceasta ne va permite să separăm 
o anumită soluție determinată si să rezolvăm problema pînă 
la capăt. 

Vom da necunoscutei x valori intregi și vom calcula valorile 
corespunzătoare ale lui y. Nu va trebui să facem prea multe încer- 
cări, deoarece pentru x>8, a doua necunoscută devine negativă 
şi deci pu ne interesează. Să lormăm tabela 


x gii Paa l ea a Me e a ue 
TAO Zi : A 
__58—7x e u A A E 6 i a 
5 A y d, uree ap EEA ET 


Observăm că singura valoare intreagă și pozitivă a lui y 
(y=0) se obţine pentru x=4. Pentru orice alte valori ale lui x, 
numărul y este ori fracţionar, ori negativ. Prin urmare, problema 
are o soluţie unică și pe deplin determinată : în artel erau 4 mun- 
citori calificați și 6 muncitori necalificaţi. 
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Condiţia suplimentară, ca soluţia să fie în numere în- 
tregi și pozitive, ne-a ţinut loc de a doua ecuație. 

Problema studiată mai sus a dus la o ecuaţie cu două necu- 
noscute. Sint însă posibile și probleme în care o singură ecuaţie 
leagă mai mult decît două necunoscute sau probleme care con- 
duc la sisteme cu un număr de ecuații mai mic decît cel al 
recunoscutelor. Astfel de ecuaţii sau sisteme de ecuaţii se numesc 
nedeterminate, deoarece, dacă nu dispunem de condiţii su- 
plimentare, ele au o infinitate de soluţii: putem da valori oare- 
care uneia sau mai multora dintre necunoscute și atunci valorile 
celorlalte necunoscute sînt determinate. Ecuațiile nedeterminate, 
cu intinitatea lor de soluţii, sînt foarte utile în matematica supe- 
rioară, la studiul curbelor și al suprafețelor. 

Situaţia se prezintă altfel cînd mărimile căutate trebuie să 
satisfacă, pe lîngă ecuația nedeterminată, și unele condiţii supli- 
mentare. Cazul cel mai important și mai bine studiat este acela 
cînd se caută soluţii întregi, așa cum era situaţia din exemplul 
anterior. De cele mai multe ori se caută toate soluţiile întregi, 
pozitive și negative. Alteori, se impun soluţiei condiţii restrictive 
mult mai severe. 

Acest gen de cercetare a ecuaţiilor nedeterminate se numește 
analiză nedeterminată sau analiză diotantiană 
după numele celebrului matematician elin Diofant care a trăit 
la Alexandria în secolul III al erei noastre (aceasta este tot ce 
se știe despre viaţa lui). Diofant a scris o carte din care au învă- 
tat creatorii teoriei moderne a numerelor. Trebuie relevat că el 
a căutat nu numai rădăcinile întregi ale ecuaţiilor nedeterminate, 
ci și pe cele raţionale (adică rădăcinile întregi și fracţionare). 
Mult mai tirziu, indienii au început să se ocupe de rezolvarea în 
numere întregi a ecuaţiilor nedeterminate și de discutarea rezul- 
tatelor obţinute. De altfel este greu de spus cînd a apărut pentru 
prima dată analiza nedeterminată. În orice caz, în secolul al 
XII-lea e.n. matematicianul indian Bhăskara avea o metodă per- 
fect elaborată pentru rezolvarea ecuaţiilor nedeterminate de gra- 
dul întîi în numere întregi. 

Indienii au fost puși în situaţia de a rezolva unele probleme 
din practică cu ajutorul analizei nedeterminate. 

Astfel, în legătură cu calendarul, ei au fost adeseori nevoiţi 
să găsească un interval de timp conținînd atît un număr întreg 
de ani, cît și un număr întreg de zile. Aceasta ducea la ecuaţii 
nedeterminate; numai soluţiile întregi ale acestor ecuaţii pre- 
zentau interes. 
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Să studiem cîteva probleme cu ecuaţii nedeterminate, pentru 
a ne da seama de principalele lor particularități. Ne vom mărgini 
la ecuaţiile de gradul întîi, deoarece rezolvarea ecuațiilor nede- 
terminate de grad superior, chiar numai de gradul al doilea, pre- 
zintă dificultăți considerabile. 

Problema întîi. Se cere să schimbăm o bancnotă de 
5 ruble în monede de cite 50, 20 si 5 copeici, astfel ca numărul 
total de monede să fie 20. 

Scriem ecuaţia problemei. Fie x numărul de monede de cîte 
5 copeici, y numărul de monede de cîte 20 de copeici; z numărul 
de monede de cîte 50 copeici. Suma totală, egală cu 500 copeici, 
se va exprima astfel: 5x+20y+50z; pe de altă parte, prin ipo- 
teză, avem x+y+z=20. Alte date nu mai există. Prin urmare, 
trebuie rezolvat în numere întregi sistemul : 


5x+20y +50z=500 


Numărul de necunoscute este mai mare decît numărul de ecuaţii, 
deci sistemul de ecuaţii este nedeterminat. Simpliticînd prima 
ecuație cu 5 și scăzînd din ea a doua, obținem o singură ecuație 
cu două necunoscute : 

3y +9z=80. 


Urmează să rezolvăm această ecuație în numere intregi. Exami- 
nind-o cu mai multă atenţie, observăm că, oricare ar fi valorile 
întregi ale lui y și z, membrul întîi al ecuaţiei trebuie să fie divi- 
zibil prin 3. În schimb, membrul al doilea nu este divizibil prin 3. 
Aşadar, nu există valori întregi ale lui y și z care să satislacă 
ecuația noastră. Acesta este un exemplu de ecuație nedeterminată 
care nupoate fi rezolvată în numere întregi. Prin urmare, nici 
problema care ne-a condus la această ecuaţie nu are soluţie. Este 
imposibil să schimbăm o bancnotă de 5 ruble în 20 de monede 
cu valorile indicate. 

Problema a doua. Să se afle ce număr natural împărțit 
prin 3 dă restul 2, iar împărțit prin 5 dă restul 3. 

Notăm cu x numărul căutat. Dacă vom nota cu y cîtul împăr- 
irii lui x prin 3 și cu z cîtul împărțirii lui x prin 5, vom avea 
v. p. 50): 


t 
x=3y+2 
X=52z+3. 

Conform sensului problemei, x, y și z trebuie să fie numere întregi 


(mai mult chiar, numere naturale). Așadar, aici de asemenea tre- 
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buie să rezolvăm în numere întregi un sistem de ecuaţii nede- 


5 
terminat. 
Găsirea numărului x nu prezintă dificultăți. Oricare ar fi nu- 
merele întregi y și z, x va îi de asemenea întreg. De aceea trebuie 
să rezolvăm următoarea ecuaţie cu două necunoscute : 


5z—3y+1=0. 
Determinînd toate valorile întregi ṣi pozitive ale lui y sau z, 
putem obține imediat și toate valorile întregi și pozitive ale lui x. 
Din ecuaţia 5z—3y+ 1 =0, obţinem 


5z+1 
y= n 
O soluţie este evidentă : pentru z=1, obținem 
Pa e a y, 
7 3 


Pentru aceste valori ale lui z și y întregi corespunde x=8, de 
asemenea întreg. 

Să găsim toate celelalte soluţii întregi și pozitive, care cores- 
pund valorilor lui y și z întregi și pozitive. Vom introduce necu- 
noscuta auxiliară u, punînd z=1+u. Avem 


5(1+u)—3y4+1=0 
adica 
5u =3y—6 
sau 
5u=3(y—2). 


Membrul al doilea al ultimei ecuaţii este divizibil prin 3, pen- 
tru orice y întreg. Prin urmare, si membrul întîi trebuie să fie 
divizibil prin 3. Numerele 5 și ă sînt însă prime între ele; deci 
trebuie ca u să fie divizibil prin 31), adică să fie de forma 3n, 
unde ri este un număr întreg. În acest caz, y va fi egal cu 


15n 
3 


+2=5n+2, 


adică tot cu un număr întreg. Asadar 


z=] +u4u=1|+3n 
de unde 
x=524+3=8+15n. 


1) Vezi teorema a treia din capitolul precedent (p. 50). 


5 — Despre numere și studiul numerelor 
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Am obţinut pentru x o infinitate de valori, iar soluţiile problemei 
noastre sînt de forma : 


=8 + 15n, 
unde n este un număr întreg (pozitiv sau nul) 


n=) L 2: 3 


s Z ȘIR 


Verificarea arată că toate aceste soluții sint bune. ') 
Problema a treia. Un cetăfean a cumpărat pepeni gal- 
beni cu 7 ruble bucata si pepeni verzi cu 4 ruble bucata. În total 
a plătit 53 ruble. Citi pepeni galbeni si ciți pepeni verzi i-au 
revenit ? 
O ecuaţia se scrie imediat 
7x+4y=53, 


în care x este numărul de pepeni galbeni și y numărul de pepeni 
verzi. 
Problema nu are sens decît dacă x și y sint simultan numere 
întregi și pozitive. Să o rezolvăm în acest sens. Mai întîi avem: 
53—7x 
= =Á 4 — 


Dăm lui x valori începînd cu |; constatăm că pentru x> 7, y ia 
valori negative. Ne oprim deci la 7 și calculăm valorile cores- 


punzătoare ale lui y cînd x=1,..., 7: 


| j 
| x | 1 2 3 4 5 6 7 
| LND | E 7 
Fx | 3 1 | 3 
= ST | ul 9 8 6 4 p 
| 2 4 4 2 4 


 Biileurelă soluţii întregi şi pozitive ale problemei sînt: 


y=8 Wy=1. 
În toate celelalte cazuri, cel puţin una dintre necunoscute este 
iracționară, fără a mai vorbi de valorile negative. Prin urmare, 
problema are două soluţii: ori s-au cumpărat 3 pepeni galbeni 


!) Toate soluțiile acestei probleme formează o progresie aritmetică in- 
finită, în care primul termen este 8, iar raţia 15 : +8, 23, 38, 53, 68, 83,... 
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și 8 pepeni verzi (ceea ce costă 3-7+8:4=—53 ruble), ori 7 pepeni 
galbeni și un pepene verde (ceea ce revine la 7:7+1:4, adică 
iarăși 53 ruble). 

Așadar, în problemele care conduc la ecuaţii nedeterminate 
intilnim situațiile cele mai variate: problema poate fi cu totul 
nerezolvabilă, poate avea o infinitate de soluţii, poate avea cîteva 
soluții pe deplin determinate și, în particular, ea poate avea o 
soluție unică. 

Să menţionăm deosebirea în ceea ce priveşte rezolvarea unei 
ecuaţii în algebră și rezolvarea în analiza diofantiană. În algebră 
domină tendinţa de a rezolva ecuația în cazul cel mai general, 
de a-i găsi toate soluţiile posibile. Pentru ca ecu atiile algebrice 
să fie rezolvabile în toate cazurile, a fost necesară introducerea 
numerelor iraționale și complexe. Analiza nedeterminată însă se 
bazează numai pe soluţiile în numere întregi. Ce e drept, în ana- 
liza nedeterminată nu putem renunţa la numerele ne gative, deoa- 
rece folosirea lor he permite să obținem formule generale foarte 
comode, fără a considera prea multe cazuri particule re. Întrucât 
analiza nedeterminată consideră numai soluţiile întregi, putem 
utiliza pentru aflarea lor proprietățile numerelor întregi : divizi- 
ilitatea, descompunerea în factori primi, aflarea celui mai mare 
divizor comun etc. Acestea sînt noţiuni din domeniul aritmeticii, 
nu din acela al algebrei. De aceea, analiza nedeterminată este 
considerată de obicei un capitol al aritmeticii și nu un capitol 
algebrei. Astfel, titlul capitolului de față este justificat. 
Să trecem la studiul mai atent al unei ecuații nedeterminate 
de gradul întii cu două necunoscute. După „prelucrarea“ obis- 
nuită la care supunem în general o ecuație (eliminarea numito- 
rilor, reducerea termenilor asemenea etc.), ea poate fi scrisă: 
ax+by=c. (1) 
\ici a, b, e sînt numere întregi (pozitive sau negative) date, iar 
x și y sînt necunoscutele, care iau numai valori întregi (de ase- 
menea pozitive, negative sau nule). 

Să considerăm întîi cazul cînd ecuaţia nedeterminată nu are 
soluţie (ca în problema întîi, p. 64). 

Să aflăm cel mai mare divizor comun al numerelor a și b. 
Îl notăm cu d (dacă a și b sînt prime între ele, d este egal cu 1). 
Atunci a va fi egal cu produsul dintre d si un număr întreg m, 
iar b va fi egal cu produsul lui d cu un alt număr întreg n: 


As 


a= md, b=nd. 


m și n din aceste relaţii vor fi neapărat prime între ele. În 
adevăr, "dacă ele ar avea un divizor comun F, diferit de 1, produ- 
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sul kd ar fi divizor atit al numărului a, cît și al numărului b, ast- 
fel că d nu ar îi cel mai mare divizor comun al acestor două 
numere. 

„Membrul întîi al ecuaţiei (I) trebuie să fie divizibil prin d, 
oricare ar ii numerele întregi x și y, deoarece ambii termeni ax 
și by sînt multipli de d. Așadar, membrul al doilea al acestei 
ecuații trebuie să se împartă prin d. De aici putem trage urmă- 
toarea concluzie: dacă termenul liber al unei ecuații nedeter- 
minate nu este divizibil prin cel mai mare divizor comun al 
coeficienţilor necunoscutelor, atunci ecuația (1) este imposibilă. 
In problema întîi (v. p. 64), am ajuns la ecuatia 


əy +9z=80; 


aici cel mai mare divizor comun al coeficienţilor este egal cu 3, 
iar termenul liber nu este un multiplu de 3; pain urmare, ecuaţia 
nu are soluție. Cînd am studiat această problemă am văzut că, 
într-adevăr, ea nu are soluţie. 

Dacă se dă ecuația nedeterminată (1), trebuie să vedem mai 
întii dacă nu se încadrează în cazul analizat. Dacă se încadrează, 
atunci ecuația nu poate avea soluţie în numere intregi și deci nu 
ne interesează. Așadar, merită a fi studiate numai ecuațiile în 
care toţi termenii sint divizibili prin cel mai mare divizor comun 
al coeticienţilor necunoscutelor. Toţi termenii unei asemenea ecua- 
tii pot fi împărțiți cu acest divizor și se obţine o ecuaţie în care 


coeficienții necunoscutelor sînt numere prime între ele. De aceea, 


in rationamentele care urmează, vom considera că în ecuatia 


ax-+by=c (1) 


numerele a și b nu vor fi numai întregi, ci și prime între 
ele. Ecuațiile de gradul întîi se numesc ȘI ecuaţii liniare!). 
Ecuațiile în care toţi termenii au același grad, adică suma expo- 
nenţilor necunoscutelor, dintr-un termen (monom) este egală cu 
suma corespunzătoare din fiecare alt termen se numesc om o- 
gene. De exemplu, ecuaţiile x2+2xy=2 sau x3+y3=3xy2 sînt 
omogene. Ecuațiile omogene au multe proprietăţi interesante si 


se rezolvă, de obicei, mai simplu decît cele neomogene. In cazul 


') Această denumire se explică prin faptul că, în geometria analitică 
(ştiinţa cu care se începe de obicei studiul matematicii superioare), ecuația 
ax+by=c reprezintă o linie dreaptă. 
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ecuațiilor liniare, este omogenă ecuaţia fără termen liber, acesta 
fiind de grad zero. De exemplu ecuaţiile 


2x+3y=0; 4—3y=2z; x—y=u—o 
sint omogene ; în schimb ecuatiile 
2x+3y=5; x—3y+1=2z; x—y=u—v+ 100 
sint neomogene. 
Ca prim exemplu să considerăm următoarele două ecuaţii : 
2x+3y=5; 2x+3y=0. 
Aceste ecuații au aceiași coeficienți ai necunoscutelor. Se spune 
că a doua ecuaţie este ecuația omogenă corespunzătoare 
primei ecuaţii (neomogene). Studiind ecuaţia liniară nedeter- 
minată ax+by=c, este firesc să începem prin a considera ecua- 
tia omogenă, adică să punem c=0: 
ax+by=0. 


Putem scrie această ecuație mai comod astfel : 


ax=by!). 

Rezolvarea ei este foarte -simplă. Membrul al doilea by este 
divizibil prin b, ceea ce înseamnă că și membrul întîi ax trebuie 
să fie divizibil prin b. Numerele a și b sînt însă prime între ele; 
prin urmare este absolut necesar ca x să fie multiplu de b (v. a 
treia teoremă din capitolul precedent). 

Așadar 

X=9H; 
Pentru a-l găsi pe y, introducem expresia lui x în ecuația 
ax= by. Obţinem : 
abn=by, 
de unde 
y=an. 
n trebuie să fie în mod obligator același ca și în expresia lui x. 
Prin urmare, soluţia ecuației omogene este de forma: 


x=bn i (UD) 


y=an 


unde n este un întreg arbitrar. Reciproc, pentru orice n întreg, 
valorile lui x și y vor fi întregi și vor transforma ecuaţia dată 


1) Cititorul va îi, eventual, șocat că am scris ax=by în loc de ax=—by. 
In fond, aici întîi am scris ax=—by, apoi am pus bi=—b, ceea ce dă 
ax=biy; în sfîrşit, bı reprezentînd un număr cu totul arbitrar, l-am înlo- 
cuit cu litera b. 
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într-o identitate. Prin urmare, formulele (II) rezolvă complet 
ecuația omogenă. 


„_ Problemele care i-au condus pentru prima oară pe astronomii 
indieni la ecuații nedeterminate (v. p. 64) se exprimati tocmai 
prin ecuații omogene. 

In tehnica modernă avem adeseori de-a face cu ecuatii omo- 
gene nedeterminate. Ca exemplu vom da următoarea probiemă 
reteritoare la numărul de dinţi ai roţilor din angrenaje. Pentru 
luncționarea lină a unei transmisii cu roţi dinţate este necesar ca 
numărul de dinți corespunzător unei roți și numărul corespunză- 
tor celei de a doua să fie în același raport ca și numerele de rotații 
ale celor două roţi, în unitatea de timp. De exemplu dacă prima 
dintre roți are turatia 50 rot/min, iar a doua turatia 80 rot/min, 
atunci numărul x al dinţilor primei roti și numărul de dinți y al 
celei de-a doua trebuie să fie în același raport ca și 80 cu 50; 
prin urmare, avem : 

xX 80 Sr 
y = 50 Sau Əx=ğ8y. 

Am obţinut o ecuație omogenă, care se rezolvă usor în numere 

intregi. Conform cu formulele (11), avem: 


x=8n, Y= 


unde n este un întreg arbitrar. 
s A recem acum la ecuațiile nedeterminate neomogene de gradul 
intii, adică la ecuaţiile de forma: 

ax+by=c. 

După cum vom vedea, toate soluţiile unei astfel de ecuatii se 
pot scrie prin două formule care conţin un număr intreg arbi- 
trar n [analog cu formulele (II) în cazul ecuaţiei omogene]. 
Aceste formule reprezintă soluția generală a ecuaţiei (1), 
iar fiecare pereche de valori ale necunoscutelor, pe care o vom 
obține alegînd o anumită valoare pentru n, va fi o soluţie 
particulară. În ecuația omogenă 5x=8y, solutia 

X=8n, y=5n 
va fi generală, iar soluția 

X=24, y= 15, 
obținută din cea precedentă pentru n=3, va îi o solutie par- 
ticulară. 
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Să presupunem că, prin încercări, am izbutit să determinăm 
o soluție particulară a ecuaţiei ax+by=c, cu alte cuvinte am 
găsit două numere întregi xo Și yo care satisfac relaţia: 

axo t+ byo=c. 

Să aplicăm procedeul utilizat în algebră, anume, să intro- 
ducem două necunoscute auxiliare u și v, legate de vechile necu- 
noscute x și y prin relaţiile: 

X=Xo+u Y=Yot+ U. 
Substituind aceste expresii în ecuația ax+by=c, obținem : 
A(xo+-u) +b(yo+v)=c. 
Destacem parantezele și regrupăm termenii; rezultă: 
Qxo+ byo+au+bu=c. 
Scăzind din această egalitate identitatea axo+byo=c, vom avea: 
au+bu=0 sau au=—bv. 

Aceasta este ecuația omogenă corespunzătoare ecuaţiei 
neomogene ax+by=c. Soluţia ei poate fi scrisă imediat, conform 
relaţiilor (II): 

u=—bn, 1) 
v= an.) 
Prin urmare 
X=Xo + u=Xo—bn 
Y=Vo+U=yo+an. 

Aceasta este forma pe care trebuie s-o aibă orice soluţie a 
ecuației ax+by=c. Pe de altă parte, substituind valorile lui x 
şi y în ecuaţia (I), ne convingem că aceasta va fi satisiăcută, 
oricare ar fi n. În adevăr, 

a(xo— brn) +b(yo+an) =axo+byo, 
iar acest număr este egal cu c, deoarece xo ṣi Yo satisiac ecua- 
tia (I). 

Prin urmare, am obţinut soluția generală a ecuației ne- 

omogene. 


1) Aici avem semnul „minus“ înaintea lui b, care nu figura în formu- 


lele (II), deoarece ecuația considerată este de forma au=—bv şi nu au=bu; 
deci coeficientul lui b este precedat de un „minus“. 
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In felul acesta am ajuns la un rezultat remarcabil: soluția 
generală a unei ecuații liniare neomogene este egală cu suma 
soluţiei particulare și soluţiei generale a ecuaţiei pa de cores- 
punzătoare. Acest rezultat este simplu, însă foarte important. Este 
de ajuns să menționăm că teoreme analoge se întilnesc în cele 
mai diferite capitole ale matematicii superioare. 

Se pune întrebarea: cum găsim numerele xo și yo, deci cum 
găsim cel puţin o singură soluţie a ecuaţiei nedeterminate (1)? 
Dacă coeficienţii a, b și c ai acestei ecuaţii nu sînt mari, este cel 
mai bine să alegem această soluţie 4 modul următor : dăm uneia 
dintre necunoscute, de exemplu lui x, consecutiv valorile 0, 1, 2, 
3... pină cînd vom obține o a întreagă pentru a doua 
necunoscută y. Acest procedeu a fost utilizat la rezolvarea pro- 
blemei a treia (p. 66). Dacă însă coeficienţii a, b și c sînt mari, 
trebuie să recurgem la algoritmul lui Euclid. Indienii din anti- 
chitate au procedat asemănător ; tot așa procedează și matemâti- 
cienii contemporani. Modul în care se aplică algoritmul lui Euclid 
la rezolvarea ecuaţiei (1) îl vom ilustra printr-un exemplu 
numeric. 

Să se rezolve ecuatia : 


3314—169y/=5. 


Căutăm întîi o soluţie particulară. 

Prima operaţie pe care ne vom strădui să o facem va fi mic- 
șorarea coelicienților ecuaţiei. În acest scop, împărţim coe- 
ticientul mai mare (331) prin cel mai mic (169) 
Obţinem cîtul 1 şi restul 162. Așadar, 

331 =169+162 sau 331x=169x+ 162%. 
$ 
Ecuatia se poate scrie acum : 
162x+ 169x—169/=5 sau 162x+169(x—y)=5 


Să recurgem iarăși la introducerea de necunoscute auxiliare. Vom 
lua ca nouă necunoscută pe: 


2z=X—y. (1) 
Obţinem ecuația cu coeficienţi mai mici : 
162x+ 1692=5. 


Observăm că în egalitatea (1), care leagă pe z de vechile 


necunoscute x și y, necunoscuta auxiliară z intervine cu coefi- 
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cientul 1. Aceeași remarcă se poate face și în ceea ce privește 
necunoscuta y, care intervenea în ecuaţia inițială cu un coeficient 
mai mic în valoare absolută. 

Aplicăm același procedeu și ecuației obținute: împărțim coe- 
ficientul mai mare prin cel mai mic, cu alte cuvinte, împărțim 
coeficientul mai mic al ecuației inițiale (169) prin primul rest 


(162). Obţinem citul 1 şi restul 7, adică 1692=1622+7z. Ecuația 


inițială se scrie acum : 

72+1622+4+162x=5 sau 162(x+2)+72=5. 
Introducem o nouă necunoscută auxiliară: 

u=x+z. (2) 
[Atragem atenția că în ecuaţia (2), atît u (noua necunoscută) cît 
și x (vechea necunoscută, care avea coeficientul mai mic în ecua- 
tia precedentă), au coeficientul 1!] 
Obţinem : 
162u+7z2=5. 

Impărțim iarăși coeficientul mai mare prin cel mai mic, adică 
impărțim primul rest al ecuaţiei inițiale (162) prin al doilea 
rest (7); obţinem citul 23 și restul 1. Prin urmare, 162u=7-23u + i 
Si ecuaţia devine 


u+7:23u+72z=5 sau u+7(234+2)= 


Introducem o ultimă necunoscută auxiliară : 
=23u Fz. (3) 


(Şi aici noua necunoscută v și vechea necunoscută z, adică 
aceea care intra cu coeficientul mai mic în ecuația precedentă, au 
coeficientul 1. Situaţia va fi întotdeauna aceasta; cititorul 
poate demonstra singur această afirmatie.) 

Ecuația inițială a luat acum forma deosebit de simplă : 


u+7v=5 


Ea este mai avantajoasă decit cele precedente, deoarece una 
dintre necunoscute are coeficientul 1. Aceasta nu este o întîmplare 
ce apare doar în exemplul nostru, ci o proprietate generală. In 
adevăr, revăzind toate rîndurile raționamentului tipărite cu litere 
cursive, cititorul se va convinge că am calculat de fapt cel mai 
mare divizor comun al celor doi coeficienţi ai necunoscutelor din 
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ecuaţia iniţială, iar șirul de operaţii se va încheia atunci cînd unul 
dintre coeficienții ecuaţiei respective va deveni egal cu acest divi- 
Zor comun. Reamintim că ne ocupăm numai de ecuaţii în care 
coeficienţii sînt numere prime între ele !). Prin urmare, cel mai 
mare divizor comun al lor este egal cu 1 și ultima dintre ecuaţiile 
simplilicate va avea neapărat unul dintre coeficienţi egal cu 
unitatea. 
Ultima ecuaţie ne dă: 


Pentru orice v întreg, și u va fi întreg. Făcîndu-l pe v egal, de 
exemplu cu 0, obținem u=5. Acum vom urma raționamentul „de 
jos în sus“, parcurgind toate egalitățile marcate cu numerele (3), 
(2), (1). Fiecare necunoscută ce urmează a fi determinată, va 
avea coeficientul 1 (am atras tot timpul atenţia asupra acestui 
fapt !). De aceea toate necunoscutele (deci și x și y) vor fi numere 
întregi. În exemplul nostru obţinem : 


u=0; 

LB; 

2z=u—23u=—]115; 
x=u—z=5—(—115)=120; 
y=x—2z=120—(—115)=235. 


Așadar, soluția particulară a ecuației este: 
xo= 120, yo=235. 

Știm deja cum se află soluția ei generală. In acest scop vom 
considera ecuația omogenă corespunzătoare: 

33lx—169y=0 ; 
aici a=331, b=169. De aceea [v. formulele (11) la p. 69] soluţia 
generală a ecuaţiei neomogene 331x—169y=5 va fi: 
x=120+ 1697; y=235 +3317. 

Această metodă de rezolvare este întrucîtva greoaie, însă 
merită să insistăm asupra ei din două motive; în primul rînd 
pune în evidență legătura dintre procedeul de rezolvare a unei 
ecuații nedeterminate și algoritmul lui Euclid; în al doilea rind 
ea arată că ecuaţia are o soluţie, oricare ar îi coeficienţii necunos- 


1) Dacă ele au un divizor comun diferit de 1, sau ecuaţia este nerezol- 
vabilă sau ea poate îi simplificată cu acest factor, 


74 


cutelor primi între ei. În practică, acest procedeu nu se continuă 
pină la capăt; după ce obținem o ecuaţie ajutătoare cu coeficienţi 
relativ mici, rezolvăm această ecuaţie prin încercări. Însuși mer- 
sul rezolvării poate fi raţionalizat. În acest caz, calculele vor fi 
simplilicate, dar se va pierde din vedere esența problemei !). 

Există formule pentru rezolvarea unei ecuaţii nedeterminate 
de gradul întîi cu două necunoscute, însă deducerea și aplicarea 
lor se bazează pe folosirea fracţiilor continue, pe care cititorul, 
probabil, nu le cunoaște. Menţionăm că teoria fracţiilor continue 
se leagă și ea de algoritmul lui Euclid, astfel că nici în acest caz 
nu ne putem lipsi de el. 

Am mai arătat că prima carte consacrată ecuațiilor nedeter- 
minate a fost scrisă de Diofant (sec. II e.n.). Avem motive să 
credem că, 500 de ani înaintea lui Diofant, Arhimede era în stare 
să rezolve astfel de ecuaţii. În Evul Mediu s-au ocupat de ele 
indienii și arabii. In Europa, primul care a început să studieze 
soluțiile în numere întregi ale ecuaţiilor nedeterminate a fost 
matematicianul trancez Bachet de Meziriac, editor și comentator 
al operelor lui Diotant (începutul secolului al XVII-lea). 

Se ştie că Diofant a considerat, alături de ecuaţiile liniare (de 
gradul întîi), și ecuaţiile nedeterminate de gradul al doilea și al 
treilea. De regulă, rezolvarea lor este complicată. Să ne oprim 
asupra unei probleme devenite clasice. 

Problema este următoarea: să se afle triunghiurile drept- 
unghice ale căror laturi se exprimă toate prin numere întregi. 

Teorema lui Pitagora ne permite să scriem imediat ecuația 
acestei probleme. Dacă vom nota cu x și cu y lungimile catetelor 
și cu z lungimea ipotenuzei, vom avea: 


X2+ j2=22. 


Aceasta este o ecuație nedeterminată cu trei necunoscute, 
omogenă și de gradul al doilea. Una dintre soluţii este unanim 
cunoscută : catetele de 3 și 4 unități, iar ipotenuza de 5 unităţi 
(„triunghiul egiptean“). Dar aceasta este o soluţie particulară și 
cunoașterea ei ne-ar permite să rezolvăm complet ecuaţia numai 
dacă ar fi liniară. Pentru a obţine însă soluția completă, în cazul 
de faţă va trebui să folosim un artificiu de calcul. 


1) O astfel de metodă simplificată pentru rezolvarea unei ecuaţii nedeter- 
minate este dată, de exemplu, în partea a doua a manualului de algebră a 
lui Kiseliov şi în cartea lui ȘI. Ilepenbmau, „Banumarenbnaa anreGpa“, [o- 


crexu3naT, MockBa, 1955. 


Vom căuta trei numere x, y și z care satisfac ecuaţia lui Pita- 
gora!) și care nu au nici un factor comun în afară de 12). Este 
important să găsim tocmai aceste soluţii, deoarece orice soluţie 
formată din numerele prime între ele Xo, Yo Și Zo conduce imediat 
la o serie de soluţii formate din numere neprime între ele: 7x90, 
nijo, nzo, unde n este un întreg oarecare. Reciproc, dacă vom găsi 
o anumită soluţie formată din numerele neprime între ele p, q, T, 


atunci punînd p=4axo, q=4Yo, r=azo (a fiind cel mai mare divizor 
comun al numerelor p, q și r), substituind axo, Ayo, 4Zo în ecuaţie 
și simplificind cu a°, ne vom convinge că Xo, Yo, Zo reprezintă o 
soluție formată din numere prime între ele. Așadar, după ce am 
găsit toate soluţiile prime între ele, vom cunoaște, în general, 
toate soluţiile ecuaţiei lui Pitagora. 

Insă x, y și z fiind numere prime între ele, ele nu pot Îi toate 
trei pare. De asemenea nu pot fi pare nici două dintre ele, de- 
oarece atunci un membru al egalităţii ar fi divizibil prin 2, iar 
celălalt nu; dar nici impare nu pot îi toate trei, intrucit suma a 
două numere impare este pară. Prin urmare, revenind la triunghi, 
ori sînt impare ambele catete, ori sint impare una dintre catete 
și ipotenuza. 

Să arătăm că ambele catete nu se pot exprima prin numere 
impare. În adevăr, dacă una dintre ele se exprimă prin numărul 
2q+1, iar a doua prin numărul 2p+1 (unde g și p sînt numere 


întregi), atunci suma pătratelor lor va îi: 


(29 + 1)2+ (2p+1)2=4924+49+1+4p24+4p+ |= 
=4(92+4+p'+p)+2. 


Evident, această sumă este divizibilă prin 2, dar nu și prin 4. 
Insă pătratul oricărui număr par este divizibil prin 4, iar pătratul 
oricărui număr impar nu se împarte prin 2. Prin urmare, suma 
pătratelor a două numere impare nu poate fi nici pătratul unui 
număr par, nici pătratul unui număr impar, prin urmare nu poate 
fi pătratul unui număr întreg. 

In concluzie, dacă toate cele trei laturi ale triunghiului drept- 
unghi se exprimă prin numere întregi prime între ele, atunci este 
posibilă numai următoarea „distribuţie“ a parităţii: una dintre 


i) Pitagora nu s-a ocupat de această ecuaţie, însă ea se leagă de teorema 
sa şi de aici îi provine denumirea. 
2) Trei astfel de numere se numesc prime între ele. Vedem că această 
denumire se aplică nu numai unei perechi de numere, ca la p. 54, ci şi mai 
multor numere întregi. 
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catete este un riiimăr par, iar cealaltă catetă și ipotenuza sînt 
numere impare. 

Vom nota cu x cateta exprimată prin numărul par și cu pe 
cea exprimată prin numărul impar. În acest caz avem dreptul să 
scriem x=2v și ecuaţia noastră devine 40?+y?=z? sau 
4v2=2—42; în sfirșit, aceasta se mai poate scrie astfel : 

402=(2+y)(2—y). 


Suma și diferența a două numere impare sînt totdeauna pare 
De aceea, vom pune: 


2+y=2u, z—y=2. 


Se vede ușor că u și t sînt prime între ele și anume unul este 
par, iar celălalt impar. În adevăr, exprimind pe z și y prin u și 
prin £t, obținem z=4 +t, y=u—t. Dacă u și t ar avea un divizor 
comun, acest divizor ar fi comun și numerelor z și y, ceea ce 
contrazice ipoteza, conform căreia acestea sînt prime între ele; 
tot astfel, u şi t nu pot avea aceeași paritate, pentru că atunci 
care este egal cu suma lor, ar fi par, ceea ce este imposibil. 

Introducînd în ecuaţia 402=(2+y)(z—y) numerele 2u și 2! 
pentru suma și diferenta necunoscutelor, vom avea : 


> 


4o2=4ut sau v2=ut. 


Aceasta este însă posibil numai în cazul cînd u și t sînt fie- 
care pătrate, adică dacă u=a?, t=b?. În adevăr, în produsul ui 
(egal cu pătratul numărului v) toţi factorii primi intră în pe- 
rechi 1). Dacă u ar cuprinde un factor nepereche, atunci și t ar 
trebui să cuprindă un astfel de factor pentru ca să avem o pereche 
in produsul ut=v?. Aceasta este însă imposibil, deoarece nume- 
rele u și £ sînt prime între ele și nu au factori comuni. Așadar, 
în u toţi factorii primi trebuie să intre în perechi; același lucru 
se poate spune și despre t. Prin urmare, u și t sînt pătrate. 

Mai observăm că, deoarece numerele u( =a?) și t( =b?) sint 
prime între ele și au paritatea diferită, înseși numerele a și b 
vor Îi tot prime între ele și de paritate diferită. Prin urmare 

z=t+u=b2+a2, 
y=t—u=b2—Q2, 

1) Ne vom ocupa mai amănunţit de descompunerea în factori primi în 
cap. XI (p. 121). 
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gora. Dacă n=] (rădăcini prime între ele), obţinem următorul 
șir de soluţii: 


i | 3 : . ă canairdară mitova. e i] 1 srir alo aciiatiai i Dita. 
Ajungem la următorul rezultat: într-un triuhghi dreptunghi, Să considerăm cîteva soluţii numerice ale ecuaţiei lui Pita 


ale cărui laturi sînt egale cu numere intregi prime între ele, ipote- 
nuza este egală cu suma pătratelor a două numere intregi, prime 
intre ele și de paritate diferită, iar una dintre catete cu diferența a=] a= a= 


pătratelor acelorasi numere. Este valabilă Și reciproca : suma si | | | | 
T r Í SRAT x : 3 s | b x y z b x y z | b x y z | 
diferența pătratelor a două numere intregi a şi b arbitrare dau o | | | | 
A . A i ia | i — 
soluție a ecuaţiei lui Pitagora, fiindcă în acest caz, a doua catetă | | 
A E A 2 a cau t DE R 3| 12] 5] 13 4| 24| 7| 25 
este in mod necesar un număr întreg : | 4 838| 15 17 5 | 20| 21 29 | 8 | 48 | -55 13 
| ez je ai z 15| 0 | 60| 91 | 109 
2 042 O ESE Da) 2 l 6]! 42%] “35 ET T | 28 | 45| 53 10 | 203 
= 2" —V" = (024 02) (52—a2)2= l 8| 16| 63| 65 9| 36| 77 85 | 14 | 84 |187 | 205 
Pi e Da E: di, 30| 100 | 25 6 | 96 |267 | 285 
=b4 4 202024 a*—bt + 9q202.—q4=— la?b2, O 20| 99 i101 SAE ac] Be | i: | d n) ac 
| . ... ... .. ... .. f 
de unde l i | | | 
x = 2ab, l l A 
LE i | i l Mai departe, putem scrie tabelele pentru a=4, a=5 etc. 
adică x este un număr întreg. 5 : j; a in tegar lă ai Sus 
De ToS x js an s l inmultind oricare dintre liniile din fiecare tabelă de mai sus 
___ Prin urmare, cea mai generală soluție a ecuației lui Pitagora i cu un număr natural arbitrar, obținem noi şiruri de solutii. De 
iormată din rădăcini prime între ele va fi dată de formulele : l exemplu, înmulţind linia a treia a tabelei a doua cu 2, 3, 4,... 
é consecutiv, obtinem următoarele soluții : 
x=2ab, 
E E. =: E 
= b2—a2, | | | 
n x y z 
z=b?+a?; |- aA = 
| 
fă ada sf i e Cr IN E mi > | 1] 28| 45| 53 
toate soluţiile, atit cele formate din rădăcini prime între ele, cît | 2] 56| 90| 106 
` N . pe | r o og | EN 
ȘI cele formate din rădăcini neprime între ele vor fi date de S Bă V230 | 199 
BL set ta Aa 4 |112 |180 | 212 
ormulele : i 5 | 140 |225 | 265 
X=2abn, 
y= (62—a2)n, TAR 
TEN Problema nu poate avea alte soluţii, în afara celor obținute 
z= (a +b)n. astiel din tabelele de mai înainte. 
in aceste relaţii n este un număr natural cu totul arbitrar, a După ecnapra 7 Fy = este natural să considerăm ecuațiile 
iar a și b sînt numere întregi oarecare, la a căror alegere se impun X TY =Z X + =2 etc, Matematicienii din secolul al XVI-lea 
ar ași bs re intregi oarecare, la a căror alegere se Sp 3 AJ z eroii 
AEA, DE ; ci i ta pi ȘI de la începutul secolului al XVII-lea au încercat să rezolve 
numai următoarele restricții: 1) b este mai mare decit a: 2)b sia l aceste ecuații în numere întregi, însă fără succes. 


a 7 s A ra alas Q i SA 3 marite ` iforită ` A . ȘI po rI 7 e 
sint prime între ele; 3) b și a sînt de paritate diferită. Abia în a doua jumătate a secolului al XVII-lea, matemati- 


Vedem că există mai multe posibilități de alegere decît în l cianul francez Fermat, considerînd ecuaţia generală de forma 
cazurile considerate pină acum. Este natural să se intimple așa, i xn + yn =, 
deoarece pînă acum era vorba numai de o singură relaţie care i 
lega două necunoscute, pe cînd aici relaţia leagă trei necunoscute. unde n este un întreg oarecare, a ajuns la concluzia că oricare 
Este limpede că legătura (restricția) a slăbit în ultimul caz. ar fi 1>2, problema este nerezolvabilă în numere intregi. 
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Pentru n=1, x+y=z și orice absolvent al școlii elementare 
poate rezolva această ecuaţie; pentru n=2 obținem ecuaţia 
x+y =z, pe care am rezolvat-o mai înainte. 

Pierre Fermat (1601—1665), remarcabil jurist și fruntas al 
orașului său natal Toulouse, s-a ocupat de matematică în orele 
libere. Se știe prea puţin despre viaţa sa; el n-a tipărit cărţi. 
După moartea lui Fermat, fiul său i-a editat manuscrisele. Fermat 
a întreţinut corespondenţă aproape cu toți marii matematicieni 
ai epocii. Pascal îl considera cel mai bun matematician al timpu- 
lui. Concomitent cu Descartes, Fermat a pus bazele geometriei 
analitice, iar o dată cu Pascal, fundamentele teoriei probabilită- 
ților. Cele mai de seamă dintre descoperirile sale se leagă însă de 
teoria numerelor. 

Pe marginea cărţii lui Diofant, Fermat a scris următoarele (în 
limba latină): „Nici cubul în două cuburi, nici pătratul pătratului 
Și, în general, nici o putere în afară de pătrat nu poate fi descom- 
pusă în suma a două puteri de același fel; am găsit pentru 
aceasta o demonstrație uimitoare. Insă lărgimea marginii nu-mi 
permite să o scriu aici“. 


Fermat a lăsat această teoremă nedemonstrată. Nu este sin- 
gura ; Fermat a enunțat multe teoreme interesante, fără a ne lăsa 
demonstrațiile lor. Adeseori el trimitea intenționat teoreme cu- 
noscuților săi, fără demonstraţie, propunindu-le astfel să rezolve 


probleme complicate. Deseori contemporanii săi nu 
față acestor probleme, însă în cursul secolelor al XV 
XIX-lea ele au fost demonstrate, în afară de două ! Ur 
(numai una singură din întreaga moștenire bogată a 


puteau jace 
III-lea și al 
a dintre ele 
lui Fermat) 


s-a dovedit greșită 1). O singură dată acest geniu a fost trădat de 
5 Y 5 bad 


să pe mar- 


simţul său matematic. A doua, aceea care a fost scr 
ginile cărții lui Diofant, nu a putut fi pină astăzi nici demonstrată, 
nici infirmată. 

Cei mai buni matematicieni și-au încercat fortele cu ea. Euler 
a demonstrat că ecuaţiile x3+75=23 și xt+yt=2t nu au soluţii 
în numere întregi, adică a demonstrat teorema lui Fermat pentru 
n=3 şi pentru n=42). Legendre și Dirichlet au demonstrat-o 
pentru n=5, iar Lame pentru n=7. La jumătatea secolului trecut, 
Kummer a reușit să demonstreze, cu ajutorul unei teorii dificile 


1) Ne vom ocupa de ea mai departe, la p. 114. 


2) De fapt, demonstraţia teoremei pentru n=4 a fost dată chiar de Fermat. 
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și subtile, că 
anumite valori excepţionale ale lui n. Astfel, el 
această teoremă este valabilă pentru orice n mai mic de 100 +). 
Totuși, nici Kummer nu a dat demonstrația completă a vala- 
bilităţii ei. 


eorema lui Fermat ar putea fi falsă numai pentru 


demonstrat că 


Teorema în sine nu are o importanţă principială prea mare. 
Insă ea a generat o literatură imensă, a dat prilej pentru desco- 
perirea unor noi teorii și metode de rezolvare a unor probleme 
și a jucat în general un rol atit de important în dezvoltarea mate- 
maticii, încît i s-a dat denumirea de marea teoremă a lui 
Fermat. 


1) In prezent ea este demonstrată pentru orice n mai mic de 619 (precum 
și pentru anumite valori mai mari). 


6 — Despre numere şi studiul numerelor 


CAPITOLUL VIII 
O ARITMETICĂ IN CARE „TREI ORI TREI FAC PATRU“ 


n capitolul IV (p. 35) am întilnit o aritmetică în 
care 3X3=—10. Acest rezultat este valabil în siste- 
mul de numerație cu baza 9. Bineînţeles, atît în 
acest sistem cît şi în oricare altul, numărul trei 
repetat de trei ori va da nouă ; însă în sistemul cu 
baza nouă numărul nouă, fiind unitatea de ordinul al doilea, se 
scrie 10. Aşa se explică notația paradoxală de mai sus. 

Nu vom discuta însă modul de notare. Ceea ce vrem să ară- 
tăm este că „trei ori trei fac patru“, conform unui anumit punct 
de vedere pe deplin rațional şi în unele cazuri util. Pentru a 
înțelege posibilitatea unui astfel de punct de vedere, să revenim 
la ecuaţiile nedeterminate liniare, de care ne-am ocupat în capi- 
tolul precedent. 

Să considerăm ecuaţia 
ax+by=c, 


unde ă, b, c sînt numere întregi, iar a și b sînt prime între ele. 
In esență, rezolvarea acestei ecuaţii se reduce la aflarea lui 
Atunci y se determină imediat: 


TR ea QX—C 
>= b 


In aceste condiții x trebuie astfel ales, încît expresia lui y să 
fie un număr întreg. Această Po ja fi cu siguranță întreagă, 
dacă ax—c este divizibil prin b sau dacă ax împărţit prin b dă 
restul c. (In adevăr, dacă ax împărțit prin b dä restul c, înseamnă 
că ax =bm+e: scăzind de aici pe c obținem brn, care este, evident, 
divizibil prin b). 
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După ce x a fost determinat, aflarea lui y nu prezintă nici un 
fel de dificultate; putem chiar să nu-l considerăm de loc pe y. 
Dar problema aflării lui x poate fi astfel pusă, încît y nici să nu 
iigureze în rezultat. De fapt, aici se cere să se afle x astfel încît 
produsul ax, împărțit prin b, să dea restul c. 

Pentru început, ne ocupăm de cazul cel mai simplu, cind a=1. 
Problema devine: să se afle toate numerele x care, 
împărţite printr-un număr dat b, dau restul c. Acest 
enunț, simplu în aparenţă, s-a dovedit deosebit de fecund. El 
fost dezvoltat și transformat într-un sistem armonios de către 
Gauss (1777—1855), care a reușit să facă pe această cale multe 
descoperiri importante 

Așadar, ne intere sează toate numerele care, împărțite printr-un 
număr determinat, dau un rest anumit. De exemplu, dacă numărul 
prin care terti ție (el se numește modul!) ) este egal cu 7, 
iar restul cerut este egal cu 2, atunci numerele căutate vor fi: 

2 9 16. 23 ele; 
Ele formează o progresie aritmetică infinită, în care primul termen 
este 2, iar rația 7. 
Numerele care, împărțite prin modul, au resturi egale se 
ii aul congruente faţă de acest modul. Prin urmare, nume- 
rele. 29, 19; pe NI sint congruente față da oai? 7. Tot astfel, 
numerele 1 și 27 sînt congruente față de modulul 13, 103 și 3 
față de modulul 10 etc. 

Noţiunea de congruenţă, introdusă de Gauss, are o foarte 
largă aplicare în matematică ; a trebuit să se introducă pentru ea 
o notatie specială (dată tot de Gauss). Dacă a și b, împărțite 
prin m, dau resturi egale, cu alte cuvinte dacă a si b sînt con- 
gruente față de modulul m, scriem: 


a=b (mod m). 


Aceasta se citește : „a este congruent cu b modulo m“. Semnul de 
congruență (= ) seamănă cu semnul de egalitate, nu întimplător 
ci pentru că proprietățile congruentților sînt asemănătoare cu pro- 
prietățile egalităților. 

1) Cuvîntul „modul“ provine de la latinescul modulus, care înseamnă 
„unitate de măsură“ ; el se foloseşte, de obicei, în sens de „divizor“, „împăr- 
titor“. Unele constante care intră la numitorul anumitor formule din fizică și 
din tehnică se numesc deseori moduli : de exemplu modulul de elasticitate din 
legea lui Hooke etc. 
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În atară de iu ala care conțin numere cunoscute, date, 
cum ar fi 2=5 (mod 3), L000=1 (mod 37) etc., mai trebuie con- 
siderate congruente care oaia necunoscute. Atunci sînt posibile 
trei cazuri: |) congruenţa este valabilă pentru orice valori în- 


tregi ale literelor pe care le conţine; 2) ea este valabilă numai 


pentru unele; 3) ea nu este valabilă pentru nici un fel de 
valori ale acestor litere. De exemplu congruența ax =2a (mod a) 
este valabilă pentru orice x și a întregi (ax și 2a dau ambele, 
împărțite prin a, un rest nul; deci sînt congruente). Dimpotrivă, 
congruența 2x=3 (mod 5) valabilă pentru x=4 (deoarece 2*4= 

8, împărțit prin 5, dă restul 3) nu este satisfăcută pentru x=5, 
deoarece atunci 2x= 10, iar 10 se Mae lără rest prin modu- 
lul 5. In sfirsit, congruența 2x= 1 (mod 2) nu este verificată pen- 
tru nici un x întreg; membrul întîi 2x este divizibil prin modul, 
pe cînd membrul al doilea nu. 

A rezolva o congruență înseamnă a afla toate valorile necu- 
noscutelor care o satisfac (sau a demonstra imposibilitatea ei). 
Valorile necunoscutelor care satisfac congruența se numesc 
soluţiile ei. 

Ca și ecuaţiile, congruențele pot îi de gradul întîi, al doilea 

, pot conține una, două sau mai multe necunoscute. lată cîteva 
ad i de congruenţe : 


2x+3y/=5 (mod 21) (congruenţă de gradul întîi cu 
două necunoscute); 


X2+5x—3=0 (mod 3) (congruenţă de gradul al doi- 
lea cu o necunoscută). 


Vom studia acum proprietăţile cele mai simple ale congruen- 
telor. Să luăm congruenţa a=b (mod m) și să încercăm a o 
transpune în limb jajul obișnu it al egalităţilor. Aceasta se face 
destul de ușor. În adevăr, congruența a=b (mod m) înseamnă 
că a—b este divizibil prin m, adică a—b este egal cu produsul 
lui m cu un număr n. Reciproc: dacă a—b=mn, unde n este un 
întreg, atunci împărțind pe a prin m şi pe b prin m, vom obţine 
aceleași resturi. În adevăr, să admitem că numărul a, împărțit 
prin m, dă restul ri, iar b, restul re. Aceasta înseamnă că au loc 
egalităţile a=pm+ri; b=am+ro, unde p, q, ri și re sint numere 
întregi, iar rı şi re sînt totodată mai mici decît m. Să admitem 
că rı >r. Scăzind a doua egalitate din prima, obținem: 


a—b=(p—q)m+ri—Ta 
sau 
r= = (a—b)—(p—9)m=mn—(p—9q)m=m(n—p+9q). 
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Prin urmare, diferența ry—re este un multiplu de m. Această di- 
ferentă este mai mică decit m, deoarece atît descăzutul cit si scă- 
zătorul sînt numere pozitive mai mici decît m; prin urmare dife- 
renţa nu poate fi decît nulă, deci r=rz. Însă faptui că a și b, 
împărţite prin modulul m, dau același rest, se scrie tocmai a=b 
(mod m). 

Asadar, egalitatea a—b=mn (sau a=b+mn) şi congruența 
a=b (mod m) reprezintă exact același lucru. Acolo unde este 
necesar, putem scrie congruenţa în locul egalităţii sau egalitatea 
în locul congruenţei. Ambele exprimă aceeași idee în limbaj 
diferit. 

Congruenţele față de același modul pot fi adunate, scăzute 
și înmulțite (membru cu membru). Să considerăm două con- 
gruențe : 

a=b (mod m) şi c=d (mod m). 
După cum știm, prima este echivalentă cu egalitatea a=mm+b, 
iar a doua cu egalitatea c=mnz+d; adunînd (sau scăzind) 
aceste egalități, vom avea ate=m(nitn2)+b=d. Trecînd din 
nou la congruente, vom obţine: 
c=b-id (mod m). 


Acest rezultat ne arată că avem voie să adunăm (sau să scădem) 
congruențele membru cu membru. 
Înmulțind egalităţile a=mn+b şi c=mn2+d, obţinem: 


ac = m2n hp mrd + mib + bd = 
= m(mnna+ nad ++ r9b) + bd. 


Dacă vom nota expresia din paranteze (care este evident un 
număr întreg) cu litera n, vom avea: 


ac=mn+bd. 


Aceasta înseamnă că ac=bd (mod m); cu alte cuvinte, congruen- 
tele cu același modul pot îi înmulţite membru cu membru. Bine- 
inteles, putem aduna și înmulţi nu numai două, ci un număr 
oarecare de congruenţe. De aici obţinem imediat următoarea con- 
secinţă : o congruență care nu conţine necunoscute poate fi ridi- 
cată la orice putere.! ) 

Tot atit de simplu se poate demonstra că putem adăuga la 
ambii membri ai unei congruenţe (sau scădea din ei) același 


1) Înmulțirea cu o expresie care conţine necunoscute poate să ducă ia 
soluţii străine ca în cazul ecuaţiilor obişnuite. . 
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număr ; de asemenea putem înmulţi ambii membri ai unei con- 
gruențe cu același număr 1). De exemplu din a=b (mod m) re- 
zultă a+c=b+c (mod m). În adevăr, să adunăm congruentele : 


a=b (mod m) și c=c (mod m) 
(prima este dată, iar a doua este evidentă); obţinem: 
a+c=b+c (mod m), 
ceea ce trebuia demonstrat. 

Proprietăţile congruenţelor ne permit să efectuăm asupra lor 
aproape toate transformările la care supunem ecuaţiile. În parti- 
cular, putem trece termeni dintr-o parte (mai bine zis, dintr-un 
membru) a congruenței în cealaltă, schimbind semnele. Împreună 
cu reducerea termenilor asemenea, aceasta ne permite să dăm 
tuturor congruențelor forma : 

(un polinom arbitrar) =0 (mod m). 
De exemplu, congruența 


x?=|—x (mod 4) 
se reduce la: 
x2+x—1=0 (mod 4). 
La fel congruența 
3X—y+5=y+ 10 (mod 7) 


se reduce la congruenţa: 
3x—2y—5=0 (mod 7). 


In particular, orice congruenţă de gradul întii, cu o necu- 
noscută, se poate reduce la următoarea : 


ax+b=0 (mod m), 


unde a, b și m sînt numere întregi date (rm este pozitiv). 
Intr-o anumită privință, însă, congruențele sînt „mai neplă- 
cute“ decît egalitățile. Ele nu pot fi simplificate totdeauna cu un 


iactor comun. Să studiem mai atent această problemă. 
Congruența 22=12 (mod 5) este incontestabil adevărată ; 
impărțind prin 5, atît numărul 22 cît și 12, obținem restul 2. 
Dacă vom împărți ambii membri prin 2, rezultă 11=6 (mod 5); 
ŞI această congruență este adevărată: și 11 și 6 împărţite prin 5 


') Inmulţirea cu o expresie care conține necunoscute poate să ducă la 
soluţii străine, ca în cazul ecuaţiilor obișnuite. 
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dau restul 1. S-ar părea că totul este în perfectă ordine. Să luăm 
însă un alt exemplu: 14=10 (mod 4). IÎmpărţite prin 4, nume- 
rele 14 și 10 dau restul 2. Dacă vom împărți ambii membri prin 2, 
vom obține 7=5 (mod 4), ceea ce este fals, deoarece 7 împărţit 
prin 4 dă restul 3, iar 5 împărțit prin 4 dă restul 1. Ce se în- 
timplă aici ? 

In primul exemplu, ambii membri ai congruenţei sînt primi 
cu modulul. In al doilea, însă, cei doi membri și modulul au un 
divizor comun, anume 2, iar congruenţa nu mai poate fi sim- 
plificată !). 

Să enunțăm observaţiile noastre sub formă de teoreme și 
să le demonstrăm. 

Teorema întîi. Dacă ambii membri ai unei congruente 
au un factor comun și, in afară de aceasta, sint primi cu modulul, 
atunci congruența poate fi simplificată cu acest factor. 


Să presupunem că în congruența 
ad= bd (mod m) 


ambii membri sînt divizibili prin d; acest număr și modulul sînt 
prime între ele, adică m și d nu au divizori comuni diferiţi de 
unitate. Congruența noastră poate îi transformată astfel : 


ad—bd=0 (mod m), 


adică produsul d(a—b) trebuie să fie divizibil prin m. Prin ipo- 
teză, d și m sînt prime între ele. Prin urmare, trebuie ca a—b 
să fie divizibil prin m, adică trebuie să aibă loc congruența 
a=b (mod m), ceea ce trebuia demonstrat. Şi aici sîntem nevoiţi 
să recurgem la teorema a treia din capitolul VI (p. 50). 

Teorema a doua. Dacă cei doi membri ai unei congruente 
Și modulul au un factor comun, împărțindu-i prin acest factor 
se obține o nouă congruență. (Deci, în acest caz, putem simpli- 
fica ambii membri ai congruenței, dar totodată și modulul.) 

Să luăm congruența 


ad =bd (mod md), 


în care ambii membri și modulul se împart prin d. Transpunem 
ideea exprimată prin congruenţă în limbajul egalităţilor : 


ad = md-n+ bd. 


1) O întrebare pentru cititor: este posibil oare ca un membru al con- 
gruenţei să fie prim cu modulul, iar celălalt nu? 
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Simpliiicarea acestei egalităţi cu d ne dă: 


a=mn+b. 
Trecind din nou la congruente, avem : 
a=b (mod m), 


ceea ce trebuia demonstrat. 

\ceastă teoremă ne explică de ce exemplul al doilea, 14= 
=1l0 (mod 4) a dus, în urma simplilicării, la o absurditate. 
Ambii membri ai congruenței și modulul 4 se împart prin 2. 
Așadar, nu trebuia să uităm că, la simplificarea prin 2, urma să 
lie simplificat și modulul, ceea ce ar fi dat 7=5 (mod 2). 

Deci congruențele sînt „inferioare“ egalităţilor, din punctul de 
vedere la posibilității de simplificare. In schimb, ele au proprie- 
tăți care permit să le supunem unor transformări irealizabile în 
cazul egalităţilor. lată cele mai importante dintre aceste pro- 
prietăţi : la oricare membru al unei congruente putem aduna orice 
număr care este multiplu al modulului ; din orice membru al unei 
congruente putem scădea orice număr care este multiplu al 
modulului. 


Să le considerăm împreună. Adunăm la ambii membri ai con- 
gruenţei 
a=b (mod m) 
(sau să scădem din ei) congruența evidentă cm=0 (mod m); 
obținem: 
a+em=b (mod m). 
Analog, am putea obține : 


a=b+em (mod m). 


Să vedem ce folos putem trage de pe urma acestei proprietăți. 
Fie dată congruenţa: 


13x =16 (mod 7). (1) 


Dacă scădem din primul membru 7x (acest număr este un 
multiplu al modulului), obținem : 


6x= 16 (mod 7). 
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Mai departe, scădem din membrul al doilea numărul 14, de 


asemenea multiplu al modulului. Obţinem : 
6x=2 (mod 7). 


Simpliticînd cu 2 (modulul nu este divizibil prin 2), rezultă con- 

gruenţa foarte simplă: 

! ! j s 2 
3x= | (mod 7). (2) 


Din congruența (1) am obţinut congruența (2). Ea este vala- 
bilă pentru aceleași valori ale necunoscutei x pentru care era 
valabilă şi congruenţa inițială (1). Astfel de congruenţe se nu- 
mesc echivalente. Congruenţa (2) este însă mai simplă 
decît congruenţa (1). 

Vom studia cîteva probleme a căror rezolvare va ilustra uti- 
lizarea congruențelor. 

Problema întîi. Care este restul împărțirii prin 9 a 
numărului 1 5325—1 ? 

Pentru rezolvarea acestei probleme, nu este necesar să efec- 
tuăm o înmulţire obositoare și o împărțire plicticoasă. Raţionăm 
astiel : 

1530 este divizibil prin 9 (suma cifrelor sale se imparte 
prin 9). În consecință 1532 dă restul 2 la împărțirea prin 9; 
aceasta se poate scrie sub forma congruenţei : 


| 532=2 (mod 9). 


OI 


Dar congruenţele pot îi înmulțite membru cu membru și, în 
particular, ambii membri ai congruenței pot fi ridicați la aceeași 
putere. Să ridicăm congruenţa noastră la puterea a cincea; vom 
avea: 

| 5325==32 (mod 9). 


Scădem 27 din membrul al doilea (27 este multiplu al modu- 
lului) și obținem : 
1 5325=5 (mod 9). 


Dacă scădem acum cite o unitate din ambii membri ai con- 
gruenţei, rezultă : 
| 5325—1=4 (mod 9). 


Aceasta înseamnă că 15325—1 dă restul 4 la împărţirea prin 9. 
Problema este rezolvată. 

Problema a doua. Care sint ultimele două cifre ale 
numărului 9% ? 
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Să vedem mai întîi care sînt ultimele două cifre ale primelor 
zece puteri ale lui 9. Le găsim ușor: 


A DI a ae a aa ale! 
DU ereu D] 
CR A 20 
CE noa Bl 
Ci aa ui) 
EE a urate A 
Sa E, 
Si a a al 
SI a a 89 
= n e a 011) 


Ultimul număr, care se termină cu Ol, dă restul 1 dacă îl 
impărţim prin 100, ceea ce se scrie: 


9ic=1 (mod 100). 


Dacă vom ridica ambii membri ai acestei congruenţe la o pu- 
tere întreagă arbitrară p, vom vedea că orice putere a număru- 
lui 910, adică orice număr de forma 9!P , va fi congruent cu |, 
fată de modulul 100. 

Fie o putere arbitrară a lui nouă, 97. Notăm cu p numărul 
zecilor din N și cu q numărul unităţilor ; cu alte cuvinte, luăm 
N=10p+q. Am arătat că 

9P =] (mod 100). 

Inmulţind ambii membri ai acestei congruențe cu 9°, obținem 

în primul membru 


10p 10p+ N 
9 p |, 97—9 Ip 1—9 


Li 
iar în membrul al doilea 97, adică 
N 
9' =97 (mod 100). 


Ultima egalitate ne arată că orice putere N a lui nouă este 
congruentă, față de modulul 100, cu o putere q a acestuia, dacă 
exponentul q este egal cu restul împărțirii exponentului inițial 


!) Sint indicate numai ultimele cifre ale produselor. Celelalte nu ne 
interesează, așa că nu merită să pierdem timp, calculindu-le. 
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prin 10, cu alte cuvinte dacă N și q au ultimele două cifre iden- 


tice.!) Așadar, problema noastră se simplifică: ultimele două 
cifre ale numărului 9% vor fi neapărat aceleași ca și ultimele două 
cifre ale numărului 9, unde a este restul împărţirii prin 10 a 
exponentului „cu două etaje“, 9. Insă restul împărţirii unui nu- 
măr prin 10 este egal cu ultima cifră din scrierea zecimală a 
acestui număr. Pentru numărul 9 el este egal cu 9 (v. tabela 
puterilor lui nouă, dată mai înainte). 
Prin urmare, avem : 
9%=9 (mod 100), 


adică 99 și 9% au ultimele două cifre identice. Să examinăm din 
nou tabela cu primele zece puteri al lui nouă; vedem că 9 se 
termină cu 89 ; deci 9% se va termina tot cu 89. 

Am discutat pînă acum despre transformările congruenţelor și 
despre operaţiile cu congruenţe. Ar fi normal să trecem la rezol- 
varea congruenţelor de gradul întîi cu o necunoscută ; totuși vom 
proceda altfel. Remarcăm doar că rezolvarea oricărei congruente 
poate fi redusă la rezolvarea unei ecuaţii nedeterminate. Fie de 
exemplu congruenţa 

7x=3 (mod 9). 
De aici rezultă că diferența 7x—3 se împarte prin 9, deci este 
egală cu produsul dintre 9 și un număr întreg y: 


Tx—3=9y sau 7x—9y=3. 


Am obţinut o ecuație nedeterminată, pe care știm s-o rezolvăm 
in numere întregi (v. capitolul precedent). 
Să cercetăm acum congruențele dintr-un punct de vedere cu 


totul diferit. Fie dat modulul m=5. Oricare ar îi numerele împăr- 
tite prin 5, nu putem obţine decit următoarele resturi: 0, 1, 2, 3 
și 4. Din acest punct de vedere putem clasifica toate numerele 
naturale în cinci categorii, după restul pe care îl dau la împăr- 
țirea prin 5. Numerele din fiecare categorie formează o progresie 


') Dacă două numere sint congruente, adică dau resturi egale față de 


modulul 100, este evident că, în sistemul zecimal, fiecare dintre ele are la 
sfîrşit aceleaşi două cifre. 
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aritmetică infinită, a cărei raţie este egală cu modulul (în exem- 
piu nostru, cu cinci). Iată cele cinci progresii : 


1, S M AE N SeA P ae S LRE 
TEA 2 LA 222787 
8.. F3, 18,2328 93... 
1, 9, 14,19,24, 29, 34... 
5; 10; 1520:25, 30. SD zus 


Evident, fiecare număr se va încadra neapărat în una si numai 
în una dintre aceste progresii. Progresiile respective se numesc 
clase față de modulul 5. In mod analog se pot împărți nume- 
rele naturale în clase față de orice alt modul. 

Toate numerele care fac parte din progresiile considerate (deci 
absolut toate numerele șirului natural) se numesc resturi!) 
față de modulul 5; fiecare rest poate servi ca termen liber în 
congruența rezolubilă x=a (mod 5). 

Fie 'congruența de gradul al doilea 


, 


x2=a (mod 3); 


ne putem convinge că anumite numere, de exemplu a=1, sînt 
resturi, deoarece congruența x?=] (mod 3) are soluţii. Alte nu- 
mere (de exemplu 2) nu sînt resturi: se poate demonstra că 
x = 2 (mod 3) nu are soluții. Se spune că 2 nu este un rest 
pătratic față de modulul 3. Pentru congruențele de gradul 
întîi, fiecare număr natural este un rest. 

Să luăm cîte un număr din fiecare clasă: 


din -prima progresie ee e a a G 
Cin ba aoua proaresel Aena a e D 
fdin a trăia progresie. o a o . .. . . 28 
din a- patra progresie a io u o d as S ca 14 
din cincea: progresie a a aa e au O 


Numerele astfel alese se numesc re prezentanţi ai clase- 
lor de resturi față de modulul 5 ; ele formează un 
sistem complet de resturi față de modulul 5. 

-Un sistem complet de resturi față de un modul dat se bucură 
de multe proprietăţi remarcabile. Vom considera una dintre ele. 
In scopul de a o face mai intuitivă, vom recurge la o nouă sim- 
plificare: în locul reprezentanților claselor luaţi la întîmplare, 
vom lua resturile pozitive cele mai mici corespunzătoare 


a) Cuvîntul „rest“ ne amintește că la studiul numerelor întregi consi- 
derăm împărțirea ca pe o scădere repetată. 
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diferitelor clase. În exemplul nostru acestea vor fi numerele 1, 2, 
3, 4, 5. Ultimul rest, egal cu modulul, îl înlocuim prin numărul 0, 
congruent cu el față de acest modul. Obţinem următorul sistem 
de numere : 

14.23% 4 0: 


Cu numerele unui astfel de sistem efectuăm adunarea, scă- 
derea și înmulțirea conform regulilor obișnuite, însă vom înlocui 
fiecare rezultat obținut prin cel mai mic rest pozitiv din aceeași 
clasă. De exemplu, adunînd 3 cu 4 obţinem 7; restul cel mai mic 
al clasei, avind ca reprezentant numărul 7, este egal cu 2. 
De aceea vom scrie 3+4=2. Pentru ca această notație să nu 
lie supărătoare, vom indica modulul față de care am împărțit 
in clase toate numerele. Vom scrie 3+4=2 (mod 5). Tot astfel, 
inmulțind 2 cu 3 obținem 6; acest număr aparţine primei clase 
de resturi față de modulul 5. Faţă de acest modul, 6 este con- 
gruent cu l. De aceea vom scrie 2X3=1 (mod 5). Pentru a 
scădea 4 din 3, vom înlocui pe 3 prin reprezentantul imediat 
mai mare din aceeasi clasă, anume 8. Vom obţine 8—4=4, sau, 
lață de modulul 5, 

3—4=4, 


Să veriticăm; dacă 3—4=4, atunci 4+4 (suma diferenţei și a 
scăzătorului) trebuie să fie egală cu 3; în adevăr 4+4=8, adică 
un număr congruent cu 3 față de modulul 5. 

In aceste condiţii, dacă vom efectua operaţii cu numerele 
dintr-un sistem de resturi minime, care nu sînt negative, față de 
un modul oarecare, vom obține întotdeauna numere din același 
sistem. Mai important este faptul că proprietăţile operaţiilor obis- 
nuite (adunarea, scăderea și înmulţirea) se păstrează în între- 
gime: comutativitatea și asociativitatea adunării și a înmulţirii, 
distributivitatea înmulţirii în raport cu adunarea, toate regulile 
de operații cu parantezele. Mai mult, se constată că fiecare ecua- 
ție de gradul întîi cu o necunoscută are o soluţie care aparţine 
aceluiaşi sistem de resturi. Se obţine astfel o aritmetică specială, 
foarte asemănătoare cu cea obişnuită. Deosebirea esenţială dintre 
ele consistă în faptul că prima nu este o aritmetică cu o infinitate 
de numere, ci numai cu... cinci! În afară de aceasta, aritmetica 
cu cinci numere nu cunoaște împărţirea. 

Se poate confecţiona un fel de „sciot“ care ilustrează intuitiv 
această aritmetică. Să tăiem două cercuri din carton, unul mai 
mare și altul mai mic. În fiecare dintre ele înscriem cîte un 
pentagon regulat : vîrturile lor le vom nota cu cifrele 1, 2, 3, 4,0. 
Suprapunem cercul mic peste cel mare astfel, încît centrele lor 
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Şi coincidă și le fixăm cu o pilineză (lig. 5). Vrem să adunăm 
două numere. lată cum vom proceda: marcăm primul număr pe 
cercul mare si aducem în dreptul lui zeroul de pe cercul mic 


Marc: | ! Í 
larcăm în gînd al doilea numär pe cercul mic. In dreptul 


Fig. 5 Fig. 6 


lui, pe cercul mare, vom găsi suma. De exemplu să adunăm 2 
cu 4. În fața n 2 de pe cercul mare vom aduce zeroul cercului mic 
(tig. 6). Lui 4 de r an mic îi corespunde | pe cel mare. Prin 
urmare, avem: 2+4=1 (mod 5). 

Cu acest aeien putem face și înmulţiri. De exemplu 
pentru a inmulți 4 cu 3, procedăm astfel: așezăm întîi ambele 
Cercuri in poziția iniţială (adică la A 
coincidă). Apoi rotim e Ta ori (3 este i mulțitorul) cercul mai 
MIC cu un unghi egal cu 4/5 dintr-un cerc "aici numărătorul este 
egal cu deînmulţi tul, iar numitor CU modul lul) și ne uităm în 
dreptul cărui număr al cercului mare va ajunge zeroul cercului 
mic (fig. 7). Vedem că el se va opri în dreptul lui 2. Prin urmare 
in aritmetica cu cinci cifre 4x3=2. 


4 D 
s 


Pozitia Prima A doua 
sitial rotatie rotate 


Fig. 7 


cilrele egale să 


Folosind acest „sciot“ (sau adunarea Și înmulțirea obișnuită. 
urmate de înlocuirea rezultatelor prin resturile minime care 


corespund față de modulul 5), obținem următoarele table ale 
adunării și înmulţiri (iață de modulul 5): 
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Tabla adunării 
0+0=0 1+0=1 2+0=2 3+0=3 4+0=4 
0+1=1 1+]1=2 2+1=3 3+1=4 4+1=0 
0+2=2 1+2=3 2+2=4 3+2=0 |4+ 2= 
0+3=3 | +3=4 2+3=0 3+3=1 4+3=2 
0+4=4 l+4=0 2+4=]|1 3+4=2 4+4=3 


Tabla înmulțirii 


0x0=0 1X0=0 2Xx0=0 3X0=0 4X0=0 
0X1=0 IX1=1 2X1=2 3X1=3 4X1= 

0X2=0 |: X2==9 2X2=4 3X2=] 4X2=3 
0X3=0 1X3=3 2X3=1 3X3 =: 4X3=2 
0X4=0 1X4=4 2X4=3 3X4=2 4X4=|. 


Din tabela înmulţirii se vede că 3X3=4. Am ajuns deci la 
aritmetica pe care am promis-o în titlul capitolului. 

in onner i nenționate am operat cu sisteme de numere în 
care sint stabilite numai trei operații: adunarea, scăderea și în- 
mulţirea. În matematică astfel de sisteme de numere se numesc 
inele. Mulțimea tuturor numerelor întregi (pozitive și nega- 
tive, împreună cu zero) formează și ele un inel, însă acest inel 
are o infinitate de elemente. De asemenea, formează un inel mu 
timea i polinoamelor cu coeficienți întregi, de toate gradele 
posibile în raport cu litera x. Suma, diferența și produsul unor 
on me de acest fel vor fi, la rîndul lor, polir 10ame asemănă- 
toa dimpotrivă, împărțirea duce aproape în toate cazurile la 
fracții algebrice. Mulțimea numerelor naturale nu este un inel, 
deoarece diferența a două numere naturale poate să nu fie un 
număr natural; de exemplu 5—8=—3, iar „minus trei“ este un 
număr întreg, însă nu natural. 

In afară de sistemele de numere în care sînt definite trei ope- 
rații, putem considera și sisteme în care sînt verificate toate cele 
patru operaţii, rezultatul fiind întotdeauna un număr din siste- 
mele respective. Dintre acestea face parte mulțimea tuturor nume- 
relor raționale (adică întregi și fracţionare): suma, diferenţa, 
produsul și cîtul lor sînt tot numere raţionale. Astiel de sisteme 
de numere se numesc corpuri. Toate numerele raţionale for- 
mează un corp. Toate numerele reale (cele raţionale împreună cu 
cele iraționale) formează de asemenea un corp; numerele com- 
plexe formează și ele un corp. În studiul corpurilor, la fel ca și 
în aritmetica obișnuită, împărţirea prin zero este „strict interzisă“ 


je, 
n 


In afară de inele și corpuri se consideră uneori și sisteme de 
numere in care sint realizabile numai două operații: adunarea ȘI 
scăderea. Înmulțirea și împărțirea pot da numere neaparținînd 
sistemului. Astiel de sisteme se numesc grupuri. 

Vorbind despre inele, am amintit în treacăt „inelul polinoa- 
melor“. Nu are sens să vorbim despre un asemenea inel, deoarece 
inelul se referă la o anumită mulțime de numere, iar polinoamele 
nu sint numere. Putem însă extinde noţiunile de grup, inel și corp, 
considerind nu numai sisteme de numere, ci și sisteme de obiecte, 
semne, mărimi arbitrare cu care electuăm anumite operaţii. Stu- 
diul grupurilor, inelelor și corpurilor de diferite genuri, adică al 
sistemelor cu două, trei sau patru operații, indiferent de obiectele 
din care sînt constituite, face obiectul algebrei superioare. Arit- 
metica se ocupă în primul rînd de proprietățile numerelor. Această 
trăsătură apare deosebit de clară în teoria numerelor prime, de 
care ne vom ocupa în capitolele următoare. 


CAPITOLUL IX 


DIVIZIBIL SAU NU? 


ă lăsăm corpurile și inelele, și să revenim la pro 
bleme aparținind aritmeticii. Vom cerceta crite- 
riile de + | te. Criteriile de divizi- 
bilitate prin e A 90, 8.9 10, 25 sînt ünanim 

cunoscute. Facem doar observația că, în diferitele 
sisteme de numerație, criteriile de divizibilitate au forme diferite. 
De exemplu criteriul de divizibilitate prin 2, în sistemul zecimal, se 


enunță astfel: „Se împart prin 2 toate numerele care au 


cliră pară“. Să presupul folosim sistemul de 1 
baza trei. În acesta numărul zece se scrie 101, adică se 
cu o cifră impară ; totus ca ȘI în oricare alt sistem, numă- 


rul zece este divizibil prin 2, pentru că divizibilitatea prin 2 « 
o proprietate intrinsecă a numărului 10, cu totul independentă de 
sistemul în care îl scriem. Prin urmare, un criteriu de divizibili- 
tate valabil în sistemul zecimal ar putea fi greșit într-un alt 
sistem. Desigur, există și propoziţii referitoare la divizibilitate, 
valabile în orice sistem de juimerație, cum ar fi, de exemplu, ur- 
mătoarea : „diferența dintre cubul unui număr impar și numărul 
însuşi este divizibilă prin 6“. De aceste propoziţii ne vom ocupa 
în capitolul următor. 


este 


Să ne oprim întîi asupra regulii de divizibilitate prin 9, care 
este bine cunoscută. Aceasta ne va ajuta să înțelegem mai bine 
metodele care se folosesc la deducerea diferitelor criterii de divi- 
zibilitate. 

Criteriul de divizibilitate prin 9 se bazează pe faptul că orice 
număr ormat din unu urmat de zerouri (adică orice putere a lui 


7 — Despre numere şi studiul numerelor 
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zece), în sistemul zecimal, dă restul 1 cînd îl împărțim prin 9. 
In adevăr, 
100...00=10%=99...9+1. 


e 
n zerouri n cifre 9 


Primul termen, format în întregime din cifre 9, este divizibil 
prin 9. De aceea, restul împărţirii lui 10” prin 9 va îi în mod 
necesar |. 

Mai departe să considerăm un număr arbitrar, de exemplu 
4351. Impărțindu-l prin 9, fiecare mie dă ca rest 1. Așadar, 
patru mii vor da restul 4. Tot astiel, trei sute impărțite prin 9 
vor da restul 3, cinci zeci restul cinci; mai rămîne unu (numă- 
rul de unități din 4351). Ca rezultat se obține : 


4351=(un număr divizibil prin 9)+4+34+5+1. 


Dacă suma de resturi 4+3+5+1 (care reprezintă tocmai „suma 
cifrelor“ ce compun numărul dat) este divizibilă prin 9, atunci 
numărul se împarte prin 9. De aici urmează concluzia: dacă 
„suma cifrelor“ unui număr dat este divizibilă prin 9, și numărul 
insuși va fi divizibil prin 9. 


„Am scris între ghilimele cuvintele „suma cifrelor“ pentru că, 
riguros vorbind, nu avem voie să adunăm cifrele, deoarece cifra 
este un simbol pentru scrierea unui număr. Se adună numerele 
reprezentate de diferitele cifre ale numărului considerat ; pentru 
a scurta exprimarea s-a convenit însă să se spună „suma 
cifrelor“. 

Să reluăm raționamentul, folosind notiunea de congruenţă 
Impărțind numărul 10 prin 9 rezultă restul 1, adică 10 si 1 sînt 
congruente iață de modulul 9: 


Ei 


10=1 (mod 9). 

Să ridicăm la o putere arbitrară m ambii membri ai congruenţei ; 
obținem : i 

10"”=1™ (mod 9). 
Inmulțim apoi ambii membri ai acestei congruente cu un numă: 
arbitrar N; avem: 

V-10”=N (mod 9). 
Rezultatul obținut poate îi enunțat astfel : produsul dintre un nu- 
măr arbitrar N și o putere a lui 10 dă, la împărţirea prin 9, ace- 
lași rest ca și împărțirea numărului N prin 9. 
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-a — = = = sai 


Să considerăm acum un număr format din cifrele a, b,...,k,[; 
il scriem : 


avînd grijă să menţionăm că nu este produsul numerelor a,b,..., 


ci numărul care conţine / unități, k zeci etc. El mai poate fi pus? 


sub forma : 
n—] PA | 


a: 10*+b- 10 H... FR" 10+. 


Aranjăm în formă de coloană șirul de congruente : 


a + 10'=a 
b 10 sb 
sa oii de (mod 9). 
k - 10=k 
l=l 


Să adunăm membru cu membru aceste congruente. În membrul 
intii vom avea 


= Io toe 1071 Be 10 


adică tocmai numărul dat, iar în membrul al doilea vom obţine 
suma cifrelor sale. Prin urmare, orice număr si suma cifrelor sale 
sint congruente fată de modulul 9, ceea ce inseamnă că ori sint 
ambele divizibile prin 9, ori nu. 

Criteriul de divizibilitate prin 9 se folosește și în următorul 
joc instructiv. Propuneţi unei persoane să scrie, fără să vă arate, 
orice număr de 3 sau 4 cifre distincte. Cereţi-i să permute 
cifrele în orice ordine vrea; el va obține atunci un nou număr. 
Spuneți apoi persoanei să scadă numărul mai mic din cel mai 
mare și să taie o cifră a diferenței obținute. În sfirșit, să vă 
comunice suma celorlalte cifre. Imediat veţi putea să-i spuneţi 
care era cilra tăiată. 

In adevăr, atît numărul inițial, cît și cel obținut prin per- 
mutare, au aceeași sumă a cifrelor; cu alte cuvinte, la împăr- 
tirea prin 9 ele dau același rest, deci diferența lor este divizibilă 
prin 9. Dacă însă această diferență este divizibilă prin 9, în- 
seamnă că și suma cilrelor ei se împarte prin 9. Vi s-a spus 
suma tuturor cifrelor, cu excepţia uneia. Prin urmare, cifra tăiată 
trebuie să completeze suma indicată de partener, pînă la cel mai 
apropiat multiplu al lui 9. De exemplu dacă numărul scris era 
2365, iar după permutare s-a obținut 3652, diferenţa lor va fi 
1 287. Această diferenţă, deci și suma cifrelor ei 1+24+8+7= 18, 
este divizibilă prin 9. Dacă se taie cifra 2, rămîn cifrele a căror 
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sumă este 1+8+7=16. Cind | 
completaţi ac 
ma! mare decît acest număr, 
Sini : 1*9=9,:2*-9=18 3:-9=: 
mai m 5 


tocmai 


artenerul vă spune că a obtinut 


: .--; Cel mai apropiat 
decit el va fi 18). Evident, 


multiplu 3, este evident că și cifra tăiată trebuie să fie mig 
uplu de 9, adică să fie ori 9 ori 0. In acest q az veți fi nevoiti 
sa spuneți: „a fost tăiat ori un 9, ort un 0“ 


Vom cerceta acum criteriul de divizibilitate prin 


! l <a ha Pi . r H i 7 $ : 

l1- Elsé bazează pe aceleași considerente ca si criteriul de divi- 
zibilitate prin 9. După cum 10. 100, 1000 ete. (o unitate urn 
de orice număr de zerouri) împărțite prin 9 dau restul 1, tot 

tel 100, 10000, | 000 000 (în genera o unitate urmată di 
numar par de zerouri) dau restul 1 la împărțirea prin 11!). 
alte cuvinte, 


100”=1 (mod 11). 


Să consideräm număr arbitrar, de exemplu 57385. Î] 


parum in grupe de cite două cifre, de la dreapta spre stinga, cum 
procedăm la extragerea rădăcinii pătrate. In acest caz, în ultima 


grupă din stinga s-ar putea să rămînă o singură cifră (cum 


intimplă în exemplul nostru: 5 73 85). Ce reprezintă prir 
| 


grupă ? Cinci zeci de mii :5X 10.000. Fiecare zece mii í 
la împărțirea prin 11, adică cine 


i 


prin || re stul 5. Grupul următor reprezintă 73 de sute. Fiecare 
sută, împărţit i prin 11, dă restul 1. Prin urmare, 73 de sute vor 
da restul 73. Më u rămîne ultima grupă din dreapta: 85. Asadar 


numărul nostru va avea fori 


na: 
tiic 


97 385=(un număr divizibil prin 11)4+5+73+85. 


adică este compus dintr-un număr divizibil prin 11 plus „suma 


grupelor“ 
De aici obținem următoarea regulă : 
este divizibilă prin 11, va fi divizibil prin 


In exemplul nostru, suma grupelor este 5+73+85=163. Re 


5 


ultatul obținut nu se împarte prin 11; deci nici numărul 57 385 
"i 5 . arta 5 ană | : 

nu se imparte prin 11. Dacă la adunarea grupelor vom obţine un 
numar mare, acesta poate îi la rindul său descompus în grupe ; 


cercetam suma acestor ultime gri ue 


vizibil prin 11; deci nici numărul initial nu va fi divizibil. 


) Propunem cititorului să demonstreze aceasta 


est număr pînă la cel mai apropiat multiplu de 
adică pînă la 18 (multiplii lui 

le 16 

aa en, găsiți 18—16=—2, adică 
uata. Paca suma ciirelor netăiate este ea însăsi 


â restul 
A Zeci de mii vor da la împărțirea 


paul In exemplul nostru avern 
o = | 63. Adunind grupele 1+63=64, t obținem un număr nedi- 


a Nam 


Alt exemplu: 563 035 este divizibil prin 11. În adevăr, împăr- 

in grupe dă 56 30 35 (aici prima grupă din stinga are 
două cifre). Adunăm grupele 56+30+35=—121. Suma grupelor 
se imparte prin 11, deci și 563035 va îi divizibil prin 11: 

Nu trebuie să ne închipuim că există numai cîte un singur 
criteriu de divizibilitate pentru fiecare număr. lată încă un cri- 
teriu de divizibilitate prin 11. Să adunăm separat toate cifrele 
numărului dat care ocupă poziţii pare și toate cele care ocupă 
poziţii impare, scăzind apoi din suma mai mare pe cea mai 
mică !). Dacă diferența este divizibilă prin 11 (sau este egală cu 
zero dat fiind că zero se imparte prin orice număr), atunci și 
numărul dat respectiv va fi divizibil prin a 
Să luăm un exemplu. Fie numărul 8230541. Poziţiile impare 

| 


(socotind de A dreapta) sînt ocupate de cifrele „9, 9 8; adu- 
nind aceste cifre, obținem 14+5+3+8=17. În poziţiile pare avem 


cifrele 4, 0, 2; Aude lor este 4+0+2=0. Diferenţa 17—6=11 


> 1&3 


arte prin 11. Deci și numărul 8 230 541 este divizibil prin 11. 


Se In 


Propunem cititorului să se gîndească singur cum se poate de- 
monstra acest criteriu de divizibilitate. Raționamentul va fi deo- 
sebit de Ee dacă va folosi a de congruență. 

In legătură cu criteriile de divizibilitate prin 11, vom studia 
urmätoarea proie ha. 

Problemă. Să se scrie cel mai mic multiplu de 11 compus 
din sase cifre, prima cifră fiind 7 si toate celelalte distincte. 


Să scriem după 7 patru cifre, Ip u un zero, în ordine 
crescătoare : 70 123. In felul acesta am obținut T mai mic număr 
din categoria căutată. Mai rămîne să adăugăm ultima cifră pen- 
tru ca intregul număr să fie divizibil prin 11. 

Suma cifrelor din pozițiile impare (socotim de la stinga) 
7+1+3=11; sumă cifrelor din pozi ițtiile pare este 2. Pentru ca 
A: CU U, 
Asadar, 


diferența acestor sume să fie divizibilă prin 11 sau ega 
ultima cifră trebuie să fie nouă (7+1+3=0+2+9) 
numărul căutat este 701: 259 

Cu totul analog este și criteriul de divizibilitate 
piin 97. Numărul 1000 și toate puterile sale (adică numerele 
formate dintr-o unitate urmată de un număr de zerouri multiplu 


T o= L 


1) Bineînțeles, în acest caz este indiferent dacă socotim cifrele de la 
dreapta la stînga sau de la stînga la dreapta; dacă numărul de cifre este 
impar, atunci fiecare cifră va avea aceeaşi paritate atît din stînga cit şi din 
dreapta ; dacă numărul de cifre este par, atunci luîndu-le de la stinga sau 
de la dreapta, paritatea cifrelor se va schimba, însă suma ciirelor pare va 
rămîne egală cu suma cifrelor impare sau va fi diferită d 


e ca 
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le 3 ic | áa t , . 
) ia î pă țire: prin 37, N res ega CL | | evar 
( C n r al al, 


999 este « 37 37=27 
livizibil prin 37 (999:37=27). Aşadar, avem: 


3 


1000=1 (mod 37) și 10002= 10% =] (mod 37). 


ați igual să stabilim dacă un număr se divide prin 37, 
iure a imparțim acest număr în grupe de cite trei cifre, de la 
rise Pe Tu pia condiții, ultima grupă din sti inga 
divizibilă prin 37 tot inu = ei, Dacă Suita | y7 Di î 

ina > é IDIL prin 37 T 
peT ta esik divizibil prin 37. Împărţindu-l i grupe, Ea pätám 
29012; sumi grupelor este 25+12=—37. 

Criteriile de divizibilitate A aa 7 Și prin 19 
se bazează pe laptul că 1001 se împart P BN 7 și ei 13 De 
altfel, 1001 este divizibil si prin IL, astiel că ip sie t 
vom obține şi al treilea criteriu ae. di E b i ae 


prin Fi: li. 


POE ei PLET de opi 397 285. Acest număr conţine 
357000. dare ea Sean ile Sula. El A se poale scrie astfel: 
rații NU se va schin ba nimi m: ec LE ZI slip EE a 
simple: a E rN lie, ectuăm_apoi translormările 
Aa a / A + 285 + 397—357 = 357(1000 + 1) + 
ia 397 - 1 001— (357 -285). 
z E gli ii Sea Sai, divizif si prin 1001. Rămîne deci 
ala vii a omu Hin paranteză (diferența dintre numărul 
Cpt GA ârului nostru și numi irul de unități simple)!) este 
a prin 7, prin Il sau prin 13. Dacă această diferență 
este divizibilă, atunci este divizibil ȘI numărul insusi. Menio. 


năm că număr ` 
: imărul de mii poate fi mai mic decit numărul u nităţilor 


simpl e bineînțeles, v 
E Li i . a unci vom scăd ć IC in | 
mal nare adea ni mărul mai TU din Cel 


Să consideră r ş 
1 considerăm un alt numat 208 824 525 


mii și 525 unit: 3 EES vu 
ăți simple. Să scădem din numărul miilor numărul 


pe 208 8: E DAAE 
TE a 08 824 925= 208 299. Trebuie să aflăm dac ă acest 
F ca A impar SpA 7, prir ı ll sau prin 13. Repetăm procedeul 
n ai înainte. Numärul de unități (299) este acum mai m: e 
decit numărul de mii (208). Scăde epilare 
ae N: Sa numărul mai mic din cel 
iai me = umărul o tinut 91 se împa in 7 
rte rin 7 
Prin 13, însă nu și prin 11. Așadar, 208 824 525 | 
prin 7 și prin 13, di D me Dan 

9, dar nu va ti divizibil prin 11. 


1 7 s4 
) Nu este vorba despre ordine 


PEA ; ci despre cl ii si 
unităților simple. epre acad miilor şi despre clasa 
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In legătură cu proprietățile numărului 1001 există un inte- 
resant joc distractiv. Propuneţi cuiva să scrie orice număr de trei 
cifre, fără să-l vedeţi. Cereţi persoanei în cauză să adauge, în 
dreapta numărului scris, numărul însuși (de exemplu dacă scri- 
sese iniţial 167, va avea acum 167 167). Cereţi-i să împartă re- 
zultatul prin 7. Impărțirea va decurge în bune condiții, deși, la 
prima vedere, un număr luat la întimplare nu trebuie neapărat 
să se împartă prin 7. Propuneţi partenerului să împartă rezul- 
tatul prin 11; iarăși operaţia va fi încununată de succes. În stir- 
şit, spuneţi-i să împartă ultimul rezultat prin 13; împărțirea se 
va face iarăși fără rest, iar rezultatul va îi numărul scris inițial. 

„Secretul“ jocului este cît se poate de simplu. Repetind în 
dreapt a numărul pe care l-am scris nu înseamnă nimic altceva 
decît înmulţirea numărului iniţial cu 1001 (de exemplu, dacă am 
scris 167 vom avea 167 167 = 167000+167 = 167(1000+1)= 
= 167: 1001). Insă 1001=7-11:13. Prin urmare, împ ărțind pe 
167 167 consecutiv prin 7, 11 şi 13, l-am împărțit prin 1 001. 
Iniţial, am Aaaa numărul cu 1001, iar apoi l-am împărțit prin 
același număr. Este pi st că toate împărțirile s-au desfăşurat în 
bune condiții ši că rezultatul este tocmai numărul inițial. 

Criteriile de d ibilta pentru același număr diferă de la 
un sistem de numerație la altul. Astfel, în sistemul de numerație 
cu baza 3, un număr care se termină printr-o cifră impară, poate 
fi divizibil prin 2. Să stabilim criteriul de divizibilitate prin 2, 
în sistemul de numerație ternar. La împărţirea prin 2, numărul 3 
dă restul 1. Același lucru se poate spune despre orice putere a 
lui 3, deoarece fiecare putere a lui 3, neconţinind un factor egal 
cu 2, va da restul 1 la împărţirea prin 2. deluînd raţionamentele 


pe care le-am folosit la deducerea criteriului de divizibilitate 
obișnuit pentru 9, ne convingem că în sistemul ternar se impart 
prin 2 numerele care au suma cifrelor di ivizibilă prin 2 și numai 


aceste numere. De exemplu numărul 102011), a cărui sumă a 
cifrelor este egală cu 4, trebuie să fie divizibil prin 2. In adevăr, 
numărul 10201 este egal cu 1:3%+0:354+2-32+0-3+1=81+ 
+18+1=100; evident 100 este divizibil prin 2. 

Vom cerceta acum problema generală: să se afle toate sis- 
temele de numerație in care criteriul de divizibilitate al unui nu- 
mär arbitrar printr-un număr dat a este divizibilitatea sumei 
cifrelor sale prin numărul a. 


t) Ca şi în capitolele IV şi V, caracterele grase reprezintă numere scrise 
într-un sistem nezecimal, în cazul de faţă în sistemul ternar. 
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In primul rînd, observăm că acest aria de 
poate îi enunțat și astfel : diferența din 
ciirelor sale trebuie să fie divizibilă ci a. In acest caz (și numai 
n acest caz) din divizibilitatea prin a a oricărui număr va re- 
Zulta divizibilitatea prin a a sumei cifrelor 


divizibilitate 


re orice număr și suma 


sale și reciproc. 


Să notăm cu n baza sistemului de numerație căutat. Ca bază 
a sistemului de numerație, numărul n se va scrie: 10; suma 


cifrelor sale este egală cu unitatea. Așadar, 
număr Și suma cifrelor sale, n 

cea ce se scrie 1—l=rma, un 
(Sau zero). De i 


diferența dintre 
—I, ea ute să fie divizibilă prin a, 
de m este un număr natural arbitrar 
rezultă că baza n a sistemului de numerație 


trebuie să fie 1 Cu un multiplu al numărului a, la care se 
adună |: 


n=ma+ |, 


va da la împărțirea prin a rest 


Reciproc : din această egalitate rezultă că orice putere a lui 7 
tul 1. În adevăr, egalitatea n 


cAprima exact același lucru ca ȘI congruenţa 


n=] (mod a); 


ridicind la o putere k această congruență, obținem 


=| (mod a), 
Dacă insă orice putere a bazei e T de numerație dă res- 
tul 1 la împărțirea prin a, atunci repet cuvint cu cuvint dedu- 
cerea criteriulu i obișnuit pentru 3 sau pentri 9, ne convingem că 
divizibilitatea prin a a sumei cifrelor unui număr garantează 
divizibilitatea prin a a numărului însusi. 

Așadar, criteriu] de divizibilitate va fi adevărat în toate sis- 
temele de numerație a căror bază este cu o unitate mai mare decit 
ui multiplus arbitrar al lui a. De exemplu divizibilitatea sumei 
ilrelor va garanta imp aa unui număr prin 9, nu numai în 
sistemul zecimal (10=1- +1), ci și în sistemul cu baza 19 
(19=2:9+1) ȘI în cel cu ji 28 (28- |) și în toate sis- 
temele a căror bază este de forma 9n- l. Dar acest criteriu de 
divizibilitate nu va avea loc in me un alt sistem de numerație 

Problemă. Să se ajle sistemul cu cea mai mică bază 


care au loc următoarele criterii de divizibili ate: 
19 d 


ri 


acà Suma c cifrelor Unui număr este divi 
numărul se PEIE prin 5; 
2 dacă numărul | format din ultimele 


mar arbitrar se imparte prin 7 
zibil prin 7. 


zibilă prin 5, atunci 


d UC cifre ale unui r- 
» Atunci si numărul initial este 


104 


jate fi satis- 

Din problema precedentă stim că pri ima conditie p ] re j; 

făcută luînd ca bază a sistemului de numerație un număr d 
torma 5m+l: 


Să trecem la a doua condiţie. Dacă divizibi litatea l nui manar 
prin 7 este determinată de divizibilitatea prin 7 a aun SEM ACE 
mat de ultimele sale două cifre, înseamnă că GSA de OI dial 
al sa 100=7? trebuie să se împartă prii e pi, ii ji 
număr de unităţi de ordinul al treilea se A ma ji i 
roble e re > la cercetarea primelor două ordine. As: if, 
problema să d o ai bt 3 n2 =7p. Pentru ca menyen 
al doilea al acestei egalități să fie un pătrat pertes g muam p 
trebuie să fie egal cu 7 înn ulțit cu un pătrat perlect: p=7% 
vom avea deci n12=—=4942 sau n=. 


bținut două ecuaţii liniare cu 
Pentru determinarea lui n, am obținut două ecuat é 
trei necunoscute lo e | 
N=T7R și n=5m+ |. 
| ii lreapte inem o ecuație nedeterminată 
Egalind membrii din dreapta, obţinem o ecuație 1 
liniară cu două necunoscute 


Tk=5m+1 sau 7R—5m=l. 


i e ecuaţii în numere întregi. Găsim 
Știm să rezolvăm astiel de ecuaţii în numere întreg : 


usor : P S 
m=4+5ź, R a pf ETA 


] i ; -mare, n=214+49f. Valoarea 
unde 7 este un întreg arbitrar. Prin urmare, n=21 +49t. Vale 
pozitivă minimă n= 21 se obține pentru t=0. 


i ă a unui siste ' raţie în care 
Deci cea mai mică bază a unui sistem de numerati é 


au loc criteriile de divizibilitate enunțate este 21. e 

După ce am analizat problema legăturii dintre ea i 
divizibilit tate și diferitele sisteme de i nea, SOIA a or r 
reme d lespre divizibilitatea numerelor, care nu depind de sis 


le numerație 


: ilitata nri BF 95 s 
i le divizibilitate prin 4 sau 25 se 
Astfel, în sistemul zecimal, criteriul de diviz i! sau 25 
ză Dee divim | | linul al treilea (suta) prin aceste 
bazează pe divizibilitatea unităţii de ordinul 4 


numere. 


= SES moig RO (ei 


CAPITOLUL X 


IARĂȘI DESPRE DIVIZIBILITATE. O TEOREMĂ „MARE“ 
CUNOSCUTĂ SUB NUMELE DE „MICA TEOREMĂ“ 


cupindu-ne de problema triunghiurilor lui P tagora 
(p. 45), am fost nevoit să recurgem la propoziţii ca: 
„Stima sau diferența a două numere pare sau im- 
pare reprezintă numere pare“. Aceste propoziții 
aparțin incontestabil teoriei divizibilității ; însă spre 
deosebire de criteriile de divizibilitate, considerate în capitolul 
precedent și legate în mod esential de alegerea sistemului de 


numerație, „aici alegerea sistemului de numerație nu joacă 
nici un rol. pi 

Ca prim exemplu să studiem diferenţa dintre pătratul unui 
“umar impar și unitate, adică expresia m2—]|, unde m este un 
numar impar. Ne putem convinge ușor că, oricare ar fi m (impar) 
această diferență trebuie să fie divizibilă prin 8. În adevăr, ea se 
descompune în factori : N bt d 


m—l = (m- 1)(m+1). 


Pentru că m este un număr impar, ambii factori din membrul al 
doilea vor ii pari, mai mult, vor fi numere pare vecine, deoarece 
diferența lor este m+l—(m—l)=2. Însă dintre două numere 
pare vecine, unul este în mod necesar divizibil prin 41). Așadar 
unul dintre factori este divizibil prin 4, iar al doilea conține Tac- 
torul 2. Deci întregul produs va fi divizibil prin 2-4=8. 
e Ie fi bată unul dintre numere nu se împarte prin 4, cu toate că 
ie aa a cica prin 4 el poate da numai restul 2, adică să 
dir j / ‘p; Sa Vecinii pari ai acestui număr vor fi (4n+2)-+2 
adică 4n şi 4n+4, ultimele două numere fiind ambele multipli de 4. da îi 


g 
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Putem raţiona și astfel: din moment ce n este impar, prin ipo- 
teză, înseamnă că îl putem scrie sub forma 2+1, unde k este 
un număr arbitrar (natural sau zero). Obţinem : 


m?—l=(2k+1)?—1=4k?+4k+1—1=4k(k+ 1). 


Unul dintre cele două numere vecine k și k+1 este în mod nece- 
sar par. Deci, în expresia noastră va intra, pe lîngă coeficientul 4, 
încă un factor egal cu 2; prin urmare vom avea aici un factor 
egal cu 4:2=8, adică tocmai ceea ce trebuia să demonstrăm. 

Dind numărului m valorile 1, 3,5, 7, 9,... obținem următoa- 
rele numere multipli de 8: 


m l 3 5 T 9 


| m2—1 0 8 24 48 80 

Să considerăm acum diferența dintre cubul unui număr arbi- 
trar ṣi acest număr. După cum se arată ușor, această diferență 
este divizibilă prin 6. In adevăr, să luăm un număr arbitrar m; 
diferența dintre cubul acestui număr și numărul însuși este egală 
cu m*—m. Descompunind în factori, această expresie rezultă: 


ms—m=m(m—Ll)(m+ 1) = (n—l)m(mn+ 1). 


Cu alte cuvinte, diferența dintre cubul unui număr natural și 
numărul însuși este întotdeauna produsul a trei numere naturale 
consecutive. Din trei numere naturale consecutive, cel puţin unul 
este divizibil prin 2 și altul prin 31). 

Prin urmare, diferența dintre cubul unui număr natural si 
numărul însuși este divizibilă prin 2*3=6, ceea ce voiam să 
demonstrăm. 

Al treilea exemplu îl constituie o problemă propusă la olim- 
piade și concursuri școlare. lată enunţul, acestei probleme: să 
se demonstreze că, pentru orice număr natural m, expresia 
n5—5m34+4m este divizibilă prin 120. 

Pentru m=| şi m=2, demonstraţia este imediată, deoarece 
pentru aceste valori trinomul respectiv este egal cu zero, iar zero 

!) În adevăr, să considerăm trei numere consecutive: k, k4 1, 242. Pri- 
mul are ori forma k=3n, ori k=3n+1, ori k=3n+2, deoarece la împărţirea 
prin 3 nu sînt posibile decit resturile 0, 1, 2. In cazul k=3n, problema este 
clară, Dacă însă k=3n+1, atunci k+2=3n+3 şi este divizibil prin 3. In 
siîrșit, cînd k=3n+2, rezultă k-+1=3n-+3, care este de asemenea divizibil 
prin 3. În toate cazurile posibile, unul dintre cele trei numere consecutive 
este multiplu de 3. 
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se consideră multinliu - Dricărui i si 
se considera multiplu al oricărui număr, deci si a lui 120. D 
aceea vom considera cazurile cînd m>? | ý i 


l Hi 


Electuăm următoarele translormări evidente 


"+4Am=m(umt—5n24+ t) = m(un4—4m2—n 


A sea 
imi À un*)—(m?—4)] =m [m m?—4 )—(m?—4)] = 
j 1) = (m—2)(m—1)m(m+ 1 ; 


i re ar fi m, trinomul se descompune în í inci factori ; pen- 
tru m > 2, aceşti tactori sînt cinci numere naturale consecuti i 

In succesiunea celor cinci numere naturale vor exista cel puţin 
voua numere pare vecine; deci trinomul va fi divizibil prin 8. 
Mai departe, în șirul celor cinci numere există cel puţin un 
număr divizibil prin 3 (după cum am văzut, chiar primii trei fac- 
tori garante e divizibili itatea prin 3). În sfirsit, consideraţii ana- 
cu cele din nota de picior de la p. 107, ne conduc la concluzia 
că produsul celor cinci numere naturale consecutive trebuie să 
lie divizibil prin 5. Așadar, trinomul iniţial este divizibil prin 
numerele &, 3 și 5, care sînt prime între ele ; prin urmare, el se 
va impart Și prin produsul lor, adică prin 120. si i 


loge 


In tabel: lătoare si f y lori i 
abela următoare sînt date cîteva valori ale trinomului, 


corespunzatoare unor valori diferite ale numărului m : 


| m | 1 l 3 4 


< Li 5 
| 1n5—5m*+4- 4m 0 0 120 720 F 520 sa 
aU LI á Dal | 


Cele trel exemple menţionate sînt foarte instructive cu tot 
caracterul lor întrucitva artilicial. Ele ne conduc spre două teo- 
reme interesante. În primul rînd am constatat că diferența m3 m 
este divizibilă „prin 3. Tot astfel putem demonstra că m5—; e 
divizibil prin 5, desi I iu i 


) 


că m2—m este divi 


m este 
ația este mai grea. Imediat rezultă 
A i Este S-ar putea însă ca mt—m să nu 
ie divizibil prin 4, pentru unele valori ale lui m. Astfel cînd m=? 
avem n —m=10—2= 14, adică un număr nedivizibil prin 4 Se 
pune intrebarea: pentru ce valori a lui a, diferența me: m este 
divizibilă prin exponentul a, oricare ar fi m? Această problemă a 
lost re zolvată de Fermat. Ne vom ocupa de ea la sfîrșitul ca i- 
tolului de fată. ; Gaue 


n ceea ce privește a doua teoremă la care duc exemplele 
noastre, putem spune următoarele: am văzut că produsul a trei 
y Aa maj > ARAMA it? ivi | x i K i AER 
numere naturale consecutive este divizibil nu numai prin 3 (ceea 

1 Ə (Ceez 


ce este iiresc), ci și prin 6, adică prin 1-2-3. Tot astfel produ- 
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sul a cinci numere naturale consecutive este divizibil nu numai 
prin 5, ci și prin 120, adică prin 1+2+3*:4-5. Ramine ca cititorul 
să demonstreze că produsul a patru numere naturale consecutive 
se împarte prin 1:2:3-4=—24. In concluzie, are loc următoarea 


teoremă generală : Produsul a m numere naturale i eculive 
k(k+1)(k+2)...(k+m—l) 
se împarte färä rest prin produsul primelor m numere naturale 
conseculive, adică prin 
| 2 Y NE (m | ) 77] 

Demonstratia elementară a acestei teorer € dest le 100 
rioasă. De aceea nu ne vom ocupa de ea. Pentru cititorii care 
cunosc analiza combinatorie și binomul lui Newton, amintim 

ztu] k (k+1)(k+2) (k+m-—1) A Auma- 
următoarele: citul - SETE DEI E DI À : 
rul de combinăr emente, te citi Sau Cu CO 
ficientul terme a din dezvoltarea binomuliuui 
(ab), ît trebuie să fie un număr 
întreg; deci R(kR+1)... | trebuie să fie divizil rin 
[se re AANE WE )m. 
În exemplele studiate am căutat divizorii concreți ai unor 


expresii pentru o valoare oarecare (întreagă) a număr 
problema se pune 
poate avea, 


care intervenea în aceste expresii. Adeseori 
altfel: se dă o expresie și se cere să stabili m dacă ea 
in general, divizori (diferiţi de expresia însăși și de a pen- 


z rbitrar sau dacă este întotdeauna un numar prim piei 
tru m arbitrar sau dacă este întotdeauna un numar | 


de expresii au fost studiate în speranța că se vor găsi criter 

care să stabilească dacă un număr este prim sau nu, v ining seama 

de aspectul sau structura sa. Ca exemplu poate servi o teoremă 
iciana franceză Sophie Ger- 


foarte simplă descoperită de matemat | 
” a n [Mr - > n 171 jp f 
aan Această teoremă se enunţă astfel: „Orice numar ae jorma 
1+4, unde m> 1, este un număr neprim” 
Să o demonstrăm. Avem : 
mt+4=m*t+ 4m 


EEA ace (m 09241 1)2+ 1]: 


Pentru m NIAregI: ambii factori sînt numere întregi. Pentru 1m > L, 
nici unul dintre ei nu este egal cu 1, deci mt+4 nu va îi un 

a ji y P RANE tara mag SE E FE E, EE 
număr prim. Pentru m=l apare o excepție: m'+4=1*- {=9 


este număr prim. 
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Numerele prime îi preocupă pe matematicieni de milenii. In 
urmă cu 2500 de ani, ele au făcut obiectul preocupărilor mate- 
maticienilor greci. Mulţi s-au străduit să găsească criterii după 
care să se poată stabili dacă un număr este prim sau nu, cerce- 
tind numai structura acestuia. Primul care a reuşit să înregis- 
treze un oarecare succes pe această cale a fost Fermat. În 1640 
el a demonstrat o teoremă care l-a uimit și l-a bucurat într-atita, 
încît a scris în legătură cu descoperirea ei (într-o scrisoare către 
Frenicle): „Am fost învăluit într-o lumină strălucitoare“. 

In ce consistă această teoremă a lui Fermat? 


Deja am constatat că, oricare ar m, binomul m3—m este 
divizibil prin 3, iar binomul m5—m prin 5. Fermat a arătat că 
oricare ar îi numărul prim p, binomul m2—mm este divizibil prin p, 
oricare ar fi numărul m. Acest rezultat modest a dus la genera- 
lizări importante şi a provocat apariţia unei literaturi matematice 
considerabile ; el este considerat drept una dintre principalele teo- 
reme ale teoriei numerelor. Şi totuși această teoremă se numește 
„mica teoremă a lui Fermat“, spre deosebire de „marea teoremă 
a lui Fermat“ despre care a fost vorba la stirșitul capitolului VII. 

Fermat a enuntat teorema puţin deosebit de modul în care am 
expus-o noi. Se observă că expresia m?—m poate fi transformată 
scoțindu-l pe m în factor comun ; rezultă : m(mP-'—1). Dacă m 
este multiplu de p, teorema este evidentă și nu mai trebuie de- 
monstrată. Prezintă importanţă numai cazul cînd m nu este divi- 
zibil prin p. În acest caz, Insă, m şi p sînt numere prime între 
ele, deoarece numai numerele care sînt multipli ai numărului 
prim p pot avea factori comuni cu el. Urmează că diferenta 
meea] trebuie să fie divizibilă prin p. Cu aceste considerații, să 
trecem la eriunțul dat de Fermat teoremei sale : „Dacă p este prim, 
iar m nu se împarte prin p, atunci mP—1 este divizibil prin p“. 

In limbajul congruenților aceasta revine la: Dacă m”™!—] 
este divizibil prin p, înseamnă că mP! și 1 Sint congruente fată 
de modulul p“, ceea ce se scrie: 


p— 


m=i] (mod p). 


In această formă figurează teorema lui Fermat in cursurile 
moderne de teoria numerelor. 

Să analizăm cîteva exemple. Luăm m=2; în acest caz vom 
putea lua drept p orice număr prim impar, adică orice număr 
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nă e. sii > valorile 
“im, cu excepția lui 2. În tabela următoare sin date valori 
ip conţine totdeauna 


> că oP-1_ 
fi „pi 2574:9521—1 şi se arată:că 2 1 
factorul p. 


m=2 

| | 5 5 | A; | 11 13 17 
Muza e ea | | Ea! | | 
F | | 4 096 65 536 

| 5 5 1 024 4 096 

ap 4 16 64 a PRST 
2 5=5+3 | 6: 23=— 11.93 4 095 = 65 535= 
aa | 3=3-1 | 15=5-3 63=7-9| 1023=11-93 E ri Ee 


i cemp —15=5= umărul 

Dacă p nu este prim (de exemplu p=15 =9 r n 7 i A 

ă eastă proprietate adevăr, 

2P-1__1 nu seva bucura neapărat de această proprieta e. În a n 

oi 538. e i arte pr o lee 

DI5—1__]=914—1=16384—1=16383 nu se sai ti A 

astfel m nu trebuie să se împartă prin p. Mengine CO p 

dacă ia pentru p tot 2, nu ajungem la nici un rezi : 
dacă vom lua pentru p tot 2, g 


221| =1 nu este divizibil prin 2. PE 
Dăm tabela următoare, în care s-au luat pent $ 
valori: 
q E | 
| | m=3 m=5 m=10 
EZE pl RE 
p=2 |a2i_a: 2=2.1 52—1 1422 | 
3 | 53—1_—]=94=3+8 105—1—1=99=3+3 
p=3 | — l 


107™—!— 1 =999 999 = 


ií 728=7 57—1—1=15624= 099 9; 
PEI 3I—1—]1=728=7-104 | 5 IA ERa 
z11—1__12—0765604—| 101l—1—1= | 
p=11| 3!!—!—1=59048= | 51! —!—1=9 765 624= | SaN] a ca 
7784 = 11+909 090 90% 
=11-5 368 = 11+887 784 


a i s S E ani i ana le exemplu 
nE ta, Joe -ebuie să fie obligatoriu prim (c 
Se vede că m nu trebuie să dia care se impire este 
în coloana a treia m=10=2:5). Condiţia care se Se apa au 
ana < ma ; als ia erai =3 nu am con- 
ca m să nu fie divizibil prin p. De aceea pe ntru m m ec pe 
siderat valoarea p=3, pentru m=9 Va arca a Ci lore se va 
NE H i E Sân calculele necesare, citito se vé 
: =9 =5. Efectuînd calculele necesare, UA i 
valorile p=2 și p=9. E pg aaa > C "mă. 
pata tă singur că în aceste cazuri pie A. gi i ln 4 
ES BPS z ui Ferms epe J $ 
7 dc tra. ac ‘orema lui Fermat. In 
Vom demonstra acum teorer ni eat poe e aa 
considera sistemul complet al resturilor pozitive minime ale 


jii 


mărului p, adică 


diverse numere prin p (in afară de 


> Za Oy D—2, p— i. 
a inmulțim fiecare dintre 


Daralt 
KEZUHa 


= 


ele cu numărul 1, nedivizibi] 


AN, Am,- (p—2)m, (p -| n. 
toate numerele din (2) sînt distin 
Zero; la 


IDărtiraa -t f 4 i >; i Si 
impartirea prin p, toate dau resturi diferite. În 


de restul nul). Acestea sînt- 


i nici unul nu este egal 


toate ay imi] ar N i 
toate resturile care se pot obține împărțind 


dacă a/n si bm dau la Dărtir i ! X 
aca am şi l m tau la împărțirea prin p resturi egale [a și b 
fiind numere distincte din (1 apărat mai mici decât li 

Í | tinc in (1), neapărat mai mici decît p] n 
rența am—bm=m(a 


b) trebuie să se împartă 

ȘI p Sint prime, Prin urmare, a—b tr 

“cea ce este însă imposibil, pentru că diferența a—b este 
decit p (a și b sint numere pozitive mai mici decit p) 


tradicția la care am ajuns arată í 


Prin urmare nu se obțin resturi egale: to: resturi 

la 2 HI resturi egale; toate resturile sînt 
uncie ȘI egale cu numerele primului șir (cu 1, 2, 3 p 
late intr-o altă ordine. i g ii 


prin p . Nume rel 

trebuie să se împar tă prin p. 
mai 
; ni Con- 
ca ipoteza inițială este greșită. 


dis- 


l), 


este 


AT aceasta inseamnă că fiecare număr din şirul (2) 
Onor 4 AES HA = le j A 1 3 
congi ni aţă de modulul p (dă rest) cu unul si numai 
Ci SEA dintre numerele șirului (1). Notăni CU li 


măr din șirul (2) care 


9rueni cu 2 etc. i 


este col 


urmatorul sir ` CON e 
rmatorul Şir de congruente : 


kK =| 

Ko =? 

‘3 : 3 (mod p). 
=p—2 


Să înmulțim H 
este permis. Rezu 
MII [1-2: "(P—1)] (mod p). 
[recem la punctul central al demonstraţiei. 
îi Ye FCA RT e Rp sînt de fapt toate numerele ; 
lui A2) uate într-o altă ordine. Produsul lor nu depinde 
ordinea factorilor ; deci avem: 
kika... kpa = m" 2m- 3m.. (p—l)m=mP- Sg: 
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tera k, acel nu- 
«e ngruent cu l, cu ks numărul con- 
CU #p—ı numärul congruent cu p—]. Obtinem 


e congruențele din acest sir, ceea ce 
(1) 


SITU- 
de 


Inlocuind primul membru al congruenței (I) prin mărimea 


ri 
egală cu el, din expresia aceasta rezultă: 


p—l 


m 1*2:3...(p—l)=|[1-2:3-...-(p—1)] (mod p}. 


Poi Penni produsului 1-2+...°(p—1) sînt mai mici decit 
numărul in p și sînt primi cu el. Prin urmare putem simpli- 
ia congr (pia cu aceste numere. Obţinera 


=] (mad ph, 


ceea ce trebuia demonstrat. 
Demonstrația se poate face fără a recurge la noțiunea de 
congruență, dar este foarte laborioasă. Asa a procedat şi Fermat, 
re a trăit cu aproape 200 de ani înaintea lui Gauss, inventato- 
rul teoriei congruențelor. Există o demonstraţie interesantă a 
teoremei lui Fermat (legată de transformarea unei fracții simple 
intr-o fractie zecimală erinda), dar ea este lungă și nici nu se 
potrivește prea bine cu tema cărții noastre, care se ocupă de 
numerele întregi 1). 


Cititorilor familiarizați cu binomul lui Newton le putem da 
incă o demonstraţie a teoremei lui Fermat. lată în ce consistă ea. 
Să scriem pi tal tarea binomului (m+1)” după formula lui 
Newton, unde rm este întreg, iar p prim: 
ETN Dat, p—i P(p—D p—, 
(m+1) =m +pm ~- ao ui da *+pm+]. 

Toţi coeficienții binomului lui Newton, adică toate numerele 
P(p—1)...(p—k+1) 
le 2-3 ke 
primul și de ultimul, ei sînt toți multipli de p. În adevăr, stim că 


A .  píp—l)...(p—k+1) i : 
în fracția : £ DP z - numerele de la numitor trebuie să se 
E Dai aaa af 


de forma sint întregi. Mai mult, în afară de 


simpliiice în întregime cu factorii numărătorului. Însă p este 
prim cu toate numerele 1, 2, 3,...,k: deci aceste numere tre- 
buie să se simplilice în întregime cu factorii produsului (p l): 
'(p—2).... (p—k+1); factorul p rămîne. Asadar, avem egalitatea 


(m+1)?=m?”+ (un număr divizibil prin p)+1, 


care exprimă următoarele: dacă binomul mP—m este divizibil 
prin p, pentru o valoare a lui m, atunci va îi în mod necesar divi- 


1) Demonstrația respectivă este expusă în interesanta carte a lui Rade- 


macher și Toeplitz „Von Zahlen und Figuren“, Ed. Julius Springer, 1933. 


8 — Despre numere şi studiul numerelor 
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zibilă prin p şi expresia (m+ 1)P—(m+1). 


Ultima expresie este 


un binom asemănător cu primul, însă avind baza cu o unitate mai 


Zători 


mare (pentru că din divizibilitatea scă 
tr-un număr oarecare, rezultă că si 
acest număr). Dacă m=1, atunci mP m=] 


cu siguranță prin p, zero fiind divizibil prin 
Și (n+1)P—(m+1), adică 2P? —2, va fi divi 
că 3”—3 este de asemenea divizibil prin pe 


arbitrară a lui m!). Prin urmare, pentru m 


mP 


m este divizibil prin p („mica“ teoremă 


lui și restului prin- 
ul este divizibil prin 
|l =0 și se împarte 
orice număr. Asadar 


zibil prin p; rezultă 


c. pină la o valoare 
arbitrar și p prim, 
i a lui Fermat). 


Fermat a descoperit această teoremă cău 
conţină litera n și care să fie numere prime 


ind expresii care să 
. Referitor la ultima 


problemă, Fermat a enunțat o „teoremă“ interesantă care s-a 


dovedit a îi greșită (v. p. 80). 
El a considerat numerele de forma 22 
întreg arbitrar. 


l, unde n este un 


Luind n egal cu 0, 1,2, 3, 4a obținut numerele din următoarea 


tabelă : 


N 
-+ 
H 
Si 
x] 
m 
+ 
| 
= 
et 
Lab] 


4 


92” Ei 


1=257 | 2!f441=65 537 


Toate numerele din linia a doua (3, 5, 17,257, 65537) sînt prime. 


Fermat a afirmat că și pentru valori mai m 
obține numere prime. Pentru n=5, Fermat 
4 294 967 297, pe care n-a mai fost în stare 


Í 
este divizibil prin 641, adică nu este prim. | 
Fermat greșise 2). 


ari ale lui n se vor 
a obținut numărul 
să-l descompună în 


actori și a crezut că este prim. Euler a găsit însă că 4 294 967 297 


¿l a arătat astfel că 


Această propoziţie greșită este foarte instr ictivă. Uneori ma- 


tematicienii talentaţi au un „Simt“ special c 


are le sugerează în 


1) Reamintim că un astfel de raționament se numeşte raționament prin 


inducție matematică completă. 

2) Este uşor de împărțit 4294 967 997 prin 641, 
trebuie să împărțim acest număr prin 641. Insă a îm 
cifre rînd pe rînd toate numerele prime (numai în 
sînt 25 de numere prime), fără a dispune nici de 
pentru numerele prime, nici de alte numere ajutătoa 
dificilă. 
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dacă ştim dinainte că 
părți un număr de zece 
prima sută de numere 
tabele destul de mari 
re, este o muncă foarte 


ce direcție să-și facă cercetările. În capitolul următor vom con- 
stata că numerele lui Fermat (numerele prime de forma 22” +1) 
s-au dovedit deosebit de remarcabile și că studiul lor a dus ulte- 
rior la descoperiri importante. Mai departe, matematicianul lu- 
crează ca orice cercetător al naturii: face presupuneri (ipoteze), 
le verifică prin observație și printr-un fel de „experiență“ mate- 
matică, el caută analogii etc. Insă după ce a obţinut un rezultat 
în baza unei intuiții sau a unei „experiențe“, matematicianul 
este obligat să-l demonstreze riguros. În caz con- 
trar există pericolul ca afirmaţia enunțată să se dovedească 


greșită. 


3 


CAPITOLUL XI 
CIURUL LUI ERATOSTENE 


n capitolele precedente am întîlnit deseori 
rime X Aa o 3 

prime. Am spus câ se numește prim un număr 
care se divide numai cu el insusi şi cu unu. Numă- 


rul | nu are decît un singur divizor și nu face parte 


dintre erele pr 2 93 5 

| intre numerele prime. Numerele 2, 3, 5, 7, 11 sînt evident prime 

Dimpotrivă, numerele 1, 6, 8,9 nu sînt prime po 
Inainte de a considera problemele gene 

rele prime, să cercetăm numerele prime de 

să observăm proprietăţile lor cele mai simp 


rale legate de nume- 
la 1 pînă la 1000 și 


C. 


Cum vom afla toate numerele prime pînă la 1000? Procedăm 
în modul următor : scriem toate numerele de la 1 pînă A i 000 
Lăiem pe | (care nu este număr prim). Tăiem apoi toate ure 
rele multipli de 2 (numerele pare); cu alte cuvinte tăiem toate 
numerele din două în două; obţinem o tabelă de forma: i 


3 6 7 hs J JQ 
5 1 A R 19 29 


Apoi, subliniem următorul număr netăiat după 2 (adică 3) 


Şt tăiem fiecare al treilea număr (numerele care sînt multipli 
= 


de 3); după aceea subliniem pe 5 (4 a fost tăiat înainte) și tăiem 
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numere 


fiecare al cincilea număr (numerele multipli de 5) etc. Obţinem 
următoarea tabelă : 

41 2 3 4, 5 6 “i 

11 k S R E wE y 

> 


54 AO) 23 24 25 26 


hi X G 


În felul acesta vom tăia toate numerele neprime și vom obţine 
tabela numerelor prime (dată în anexă la sfîrşitul cărții). 

O astfel de tabelă a fost întocmită pentru prima dată de 
matematicianul grec Eratostene (sec. III î.e.n.). El a scris nume- 
rele pe un papirus întins pe un cadru și a găurit locurile unde 
erau numere neprime, în loc să le taie cum am făcut noi. A obţi- 
nut ceva asemănător cu un ciur, prin care au fost „strecurate 
toate numerele neprime, iar cele prime au rămas. De aceea tabela 
numerelor prime a rămas pînă astăzi sub denumirea de „ciurul 
lui Eratostene“. 

Examinînd ciurul lui Eratostene, observăm că numerele prime 
sînt mult mai frecvente la începutul tabelei decît, de exemplu, în 
apropierea lui 1000. Astiel, de la | pină la 10 întîlnim patru 
numere prime: 2, 3, 5, 7. În schimb, între numerele prime 997 
și 1009 există 11 numere neprime consecutive. Dacă vom merge 
mai departe, vom întîlni un șir de numere oricît de lung, format 
în întregime din numere neprime consecutive. 

De exemplu să demonstrăm că există un șir de numere format 
din o sută de numere neprime consecutive. Pentru aceasta să 
considerăm numărul reprezentat prin produsul tuturor numerelor 
naturale de la 1 pînă la 101: 

[+ 2:-83»4....*99- 100» 101. 

Acesta este un număr foarte mare. El este egal aproximatii 
cu 95- 10158, adică este cu mult mai mare decît numerele „astro- 
nomice“ obișnuite, însă neglijabil de mic în comparaţie cu numă- 
rul 9%, de care ne-am ocupat la p. 14. Să notăm acest număr cu 
litera A. Să considerăm șirul de numere 

A+2, A+3, A+4, A+5,..., A+99, A+ 100, A+101. 


Acesta este un șir compus din o sută de numere întregi consecu- 
tive. Nici unul dintre ele nu este prim. De exemplu A+2 se divide 
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prin 2. In adevăr, A este divizibil prin 2, deoarece, prin ipoteză, 
conține factorul 2. Al doilea termen (numărul 2) este evident 


divizibil prin 2; deci suma lor se va împărți prin 2, adică A+2 
nu va îi un număr prim. Tot astfel A+3 va fi divizibil prin 3, 
A+4 prin 4 etc., în sfirșit A+ 101 va fi divizibil prin 101, pentru 
că A conţine factorul 101. Așadar toate numerele din sirul obti- 
nut sînt neprime, ceea ce voiam să demonstrăm. | | 

In același mod se demonstrează că putem găsi un șir oricât 
de mare (care conține, dacă vrem, o mie sau un milion de nu- 
mere), format numai din numere neprime. 

Apar în mod firesc unele întrebări: poate că, începind de la 
un anumit număr, toate numerele sînt neprime ? Poate că există 
numa! un număr finit de numere prime, iar celelalte numere, pînă 
la infinit, sînt neprime ? Poate că există un număr prim care este 
cel mai mare ? Ce fel de număr este acesta ? 

Astiel de întrebări i-au preocupat încă pe matematicienii din 
antichitate. Euclid a studiat această problemă și a dat soluţia ei 
completă. El a reușit să demonstreze că numerele prime sînt în 
număr infinit, că nu există un număr prim care să fie cel mai 
mare. Să demonstrăm această propoziţie. 

Urmiînd raționamentul lui Euclid, vom demonstra propoziția 
cu ajutorul metodei denumite „reducere la absurd“ 1), Gu alte 
cuvinte, admițînd că există un număr prim care este cel mai mare, 
vom ajunge în urma unor raționamente corecte la o contradictie. 
Aceasta ne va arăta că ipoteza de la care am pornit este greșită 
Și deci un astfel de număr nu există vi 


i Aşadar, să presupunem că există un număr prim cel mai mare. 
I vom nota cu p. Să considerăm numărul tormat din produsul 


tuturor numerelor prime, adică numărul 2-3-5-7- 1] EE IA 
Adăugînd 14a acest număr, obținem 2-3-5-7- 11+... “P+l1, care 
este, bineînțeles, considerabil mai mare decît p. i 

Sä încercăm a împărți numărul 2:3-5-7:11-...-p+1 prin- 
tr-un număr prim. Observăm că 2*3:5*7-11-...-p+1 este for- 
mat din doi termeni. Primul termen 2-3-5-7- Pesen p ea pro: 


dus al tuturor numerelor prime, este divizibil prin orice număr 
prim, iar al doilea termen (numărul 1) împărțit prin orice număr 
intreg, în afară de 1, dă cîtul zero ȘI restul 1. Prin urmare si 
suma 29:97 11-...“p+i va da restul 1, dacă o vom împărţi 
prin orice număr prim. 


) Actualmente există multe demonstraţii diferite care arată că mulți- 
mea numerelor prime este infinită. 
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Deci, admiţind că p este cel mai mare număr prim, am ajuns 
la o contradicţie ; în acest caz, numărul format de noi nu se îm- 
parte prin nici un număr prim. 

Prin urmare, numărul 2:3:5:7:11-...:p+1 ori este prim 
ori se împarte printr-un număr prim distinct de 2, 3, 5, 7, 11,...,p 
și deci mai mare decît p. Așadar, presupunînd că p este cel mai 
mare număr prim, am demonstrat că există un număr prim mai 
mare. Această concluzie contradictorie ne convinge că ipoteza 
inițială este greșită. Nu poate exista un număr prim care să fie 
cel mai mare: există deci o infinitate de numere prime. 

Toate numerele prime, începînd cu 3, pot fi împărţite în două 
clase. Unele (de exemplu 5, 13, 17) sint de forma 47+ 1, celelalte 
(de exemplu 3, 7, 11) sînt de forma 4n—1. Un număr impar 
(toate numerele prime, cu excepţia lui 2, sînt impare) nu poate 
avea altă formă, deoarece la împărţirea unui număr impar prin 4, 
resturile posibile sînt numai 1 și 3. Bineînţeles, nu orice număr 
de forma 4n+1 este prim, însă orice număr prim are una dintre 
aceste forme. Se pune problema: oare în fiecare din cele două 
clase există o infinitate de numere prime ? Nu cumva una dintre 
ele este finită? Bineînţeles, ambele simultan nu pot fi finite. 

Cercetările nu arătat că există o infinitate de numere prime 
în ambele clase. Pentru numerele de forma 4n+ 1, demonstraţia 
este întrucîtva greoaie; de aceea vom demonstra numai că mul- 
țimea numerelor prime de forma 4n—!1 este infinită. fu 

În prealabil trebuie să demonstrăm următoarea propoziţie 
ajutătoare (lemă): „Produsul mai multor numere de forma 
4n+1 este şi el un număr de forma 4n+ 1.“ 

Fie două numere din această clasă: 4a+1 şi 4b+1. Inmulţin- 
du-le, obținem : 


(4a+1)(40+1) 


| 


l6ab+4a4+4b+1= 
=4(4ab+a+b)+1=4k+1, 


unde k reprezintă numărul întreg 4ab+a+b. Produsul are tot 
forma 4n+1. Putem trage aceeași concluzie despre produsul a 
trei factori, a patru factori etc., în general, a unui număr oarecare 
de factori de acest fel. 

Acum putem demonstra că mulțimea numerelor prime de 
forma 4n—1 este infinită; vom aplica metoda de demonstrație 
a lui Euclid. Admitem propoziția contrarie, că ar exista un număr 
finit (m) de numere prime de forma 4n—1. Notăm aceste numere 
CU Pi, Pa: Pm Să considerăm numărul : 


A=4* pi" pas" Pal. 
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Deoarece este de forma 4n- 
care să fie un număr prim de această formă. 
lactori de forma 4n1+1 trebuie, de asemenea, să fie de forma 
4n+1. Așadar, printre factorii primi ai numărului e si 
existe un p=4n—l. Numărul 
dintre numerele pi, Pa... 


l trebuie să aibă cel puţin un factor 
Dar produsul unor 


; A trebuie să 
P insa nu poate fi egal cu vreunul 
Pm» Pentru că A nu este divizibil prin 
4n—1. Prin urmare wear pis ip este un număr prim de forma 
d irmare, ; numerelor pi, Pz,.-.,Pm nu epuizează 
-oare numerele prime de forma 4n—1; acest rezultat contrazice 
ipoteza inițială. Deci există o infinitate de numere prime de 
torma 4n—l. l j 

A Numerele de forma 4n | lormează O progresie aritmetică. 
primul ei termen fiind 3, iar ratia 4: i 


nici unul dintre aceste 


SoTa DE T5 


>... 


leorema demonstrată putea fi enunțată și astfel: progresia arit- 
metică infinită Hi ii 


d 11,15, 19 


je. 


contine o infinitate de numere prime. 

| Există oare și alte progresii cu aceeasi proprietate ? 
văzut că progresia în care primul termen este 
şirul numerelor naturale) conţine o infinitate de numere prime 
Același tuer s-a spus (fără demonstraţie) si despre progresia 
e 1,95 9, 19, 17,21,..., adică despre numerele de forma An + a 
„Problema: cîte numere prime sînt 
aritmetică a preocupat pe mulți matema 
putul secolului al XIX-lea. Ea a fost rezolvată în întregime de 
către Lejeune-Dirichlet (1805—1859) care a demonstrat că ori ce 
progresie aritmetică în care primul termen si ratia sînt numere 
prime între ele conţine o infinitate de numere prime. Condiţia 
ca primul termen și rația să fie prime între ele este esențială: 
caca aceste numere au un factor comun diferit de 1. este evident 
că toți termenii progresiei vor conţine acest factor si deci nu vor 

mai fi numere prime. i 
Este imposibil să expunem elementar demonstratia lui Dirichlet 
Vom considera încă o problemă care se ivește la examinarea 
atentă a ciurului lui Eratostene și care a rămas nerezolvată Prin- 
tre numerele prime se întîlnesc perechi formate din numere impare 
e prime între ele. Astfel sînt numerele 5 ȘI 4 Plisi 13. 17 
putul “iau mea pe stef apa deștu de reveni Ia înce 
sura ce inaintăm spre numerele mari 


Am 
te 1 și rația 1 (adică 


intr-o anumită progresie 
ticieni, în special la înce- 
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ele devin tot mai rare. Intre 1 și 100 sînt opt perechi de acest 
ie] (3 și o; 5 A Ty Lisi l3; 17 si 19; 29'și 31; 41 și 43; 59 
si 61; 71 și 73); între numerele 501 și 600 sînt numai două pe- 
rechi (521 și 523; 569 şi 571). Mai departe ele apar cu totul 
neuniform și din ce în ce mai rar (considerabil mai rar decît 
numerele prime). De altfel se cunosc și „perechi“ cu totul impre- 
sionante, cum ar fi 5971847 și 5971849. Se pune întrebarea: 
există oare printre aceste perechi una care să fie ultima? Pînă 
în prezent aceasta nu s-a putut stabili. Mai mult, nu s-a conturat 
nici măcar o metodă cu ajutorul căreia să ne putem apropia 
de soluţie. 

Ne vom referi acum la posibilitatea descompunerii oricărui 
număr în factori primi, care constituie cea mai importantă pro- 
blemă referitoare la numerele prime. Aceasta revine la a repre- 
zenta în mod unic orice număr sub forma unui produs de numere 
prime, ceea ce ni se pare cu totul evident. În realitate, însă, pro- 
poziția referitoare la descompunerea în factori primi este o teo- 
remă atit de importantă în teoria numerelor, încît este deseori 
denumită „teorema fundamentală a aritmeticii“. lată enunţul ei: 
„Orice număr natural se descompune in mod unic in factori 
primi“. Să demonstrăm această teoremă. 

Vom demonstra în prealabil următoarea lemă: divizibilitatea 
produsului l prin numărul prim p conduce la concluzia că cel 
puțin unul dintre factori (fie k, fie 1 sau și unul și celălalt) se 
împarte prin p. 

În adevăr, numărul A sau se divide prin p (și atunci teorema 
este demonstrată) sau nu se divide. Dacă numărul k nu este 
divizibil prin p, atunci numerele $ și p sînt prime între ele, deoa- 
rece k nu conține printre factorii săi numărul p, iar p (prim) nu 
are alţi factori în afară de 1 și de el însuși. În cazul cînd p și k 
sînt primi, iar produsul kl este divizibil prin p, atunci 1 trebuie 
să se împartă prin p (teorema a treia din cap. VI, p. 50). Prin 
urmare 1 se divide prin p. 

Această lemă se extinde fără dificultate la orice număr de fac- 
tori: dacă produsul ab...h este divizibil prin numărul prim p, 
atunci cel putin unul dintre numerele a, b,...,h este divizibil 
prin p. 

Trecem acum la demonstrarea teoremei fundamentale a arit- 
meticii. Vom demonstra că orice număr natural se descompune 
în factori primi în mod unic. De fapt trebuie să demonstrăm două 
afirmații: 1) posibilitatea descompunerii în factori primi și 
2) unicitatea acestei descompuneri. 


Posibilitatea descompunerii în factori este evidentă. Fie dat 
un număr arbitrar N. Pentru N prim, teorema este demons trată, 
deoarece el însuși poate fi considerat unicul său factor prim. Dacă 
insă N nu este prim, el se divide printr-un număr prim p, mai 
mic decit N. a obține cîtul Ni, de asemenea mai mic decît N. 
Dacă N, este prim, atunci N=piN, și teorema este demonstrată. 
Cind N, nu este prim, atunci el se împarte printr-un număr prim 
Po, mai mic decit N,, și se obţine cîtul No, de asemenea mai mic 
decit N. Numerele N, N2, N3, ... sînt descrescătoare si numărul 
lor nu poate fi infinit. De aceea vom ajunge la un ultim cît, la 
Pm» Care va îi prim; vom obţine reprezentarea numărului N sub 
forma unui produs de numere prime PiPo- = Pr 

Toate consideraţiile acestea sînt foarte simple și aproape evi- 
dente. Esenţială este partea a doua a teoremei : afirmaţia că des- 
compunerea în factori primi a lui M este unică. Să presupunem 
că am reușit să descompunem numărul N în factori primi prin 
două metode : prima metodă a dat descompunerea 


N= pipa. Pr? 
iar a doua descompunerea 
N=giĝo... (a 


unde pi, Pano PASG Gaes 
Evident, avem : 


q sînt numere prime. 


Pia + Pe Sia ge (1) 
Membrul întîi al acestei egalităţi este divizibil prin pı; deci și 
membrul al doilea (produsul qi;42...4,) va fi divizibil prin pı- 
In virtutea lemei demonstrate, trebuie ca unul dintre factorii 
Jı q%--- q să se împartă prin pi. Să admitem că qı se împarte 


prin pu. Deoarece qı este prim, el se împarte numai prin | și prin 
el însuși ; deci avem: 


N=pi. 
Impărțind ambii membri ai egalităţii (I) prin pi=gq, obţinem: 
PaP3 - «+ Pp =9293-- -q y 
Repetînd raționamentul, ajungem la concluzia că 

q2= P2 
iar după o nouă simplificare, la relația : 


P3P4 - = + Pp =9344 -+ Gae 
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Tot astfel găsim 93=ps, Q4= Pa. -s =P; Prin urmare avem 
tot atîția factori q, cîți și p; fiecare g este egal cu cite un p, adică 
cele două descompuneri ale numărului N în factori primi sînt 
identice. 

Cititorii își amintesc din școala medie cum se descompune 
practic un număr în factori primi. De exemplu descompunerea 
în factori primi a numărului 8316 se efectuează astfel 


8316 2 
4 158 2 
2 079 3 
693 3 
231 3 
TT 7 

l1 l1 


adică 
8316=2:2-3-3+3+7+41.=22-3%-7-11. 
Prin urmare, orice număr N poate fi reprezentat în mod unic 
sub forma: 


N= =pp$. Pha 


unde pi, Po --. P sînt numere prime, iar «, B,..., A sînt anumiți 
exponenţi. Această reprezentare a numărului N este denumită 
citeodată „descompunere canonică în factori“ 

Inainte de a încheia discuţia referitoare la teorema funda- 
mentală a aritmeticii, mai facem o remarcă. Am definit numărul 
prim ca numărul care nu are alţi divizori decît pe el însuși și 
unitatea. Mai departe am arătat că dacă produsul mai multor 
numere este divizibil printr-un număr prim, atunci cel puţin unul 
dintre factori va îi divizibil prin acest număr prim (lema la teo- 
rema fundamentală). Am fi putut demonstra teorema reciprocă 
a acestei leme : anume că orice număr prin care se împarte în mod 
necesar cel puțin unul dintre factorii unui produs de mai multe 
numere nu are alţi factori în afară de unitate și de el însuși. 
Această ultimă proprietate poate fi adoptată ca definiţie a nume- 
relor prime. Așa se procedează de multe ori: se numește număr 
prim numărul cu care se poate împărți un produs numai în cazul 
în care cu el se împarte unul din factori; un număr care nu are 
alţi factori în afară de el însuși și de unitate se numește indecom- 
pozabil. Folosind acești termeni, putem enunța, lema noastră ast- 
fel: „Orice număr indecompozabil este prim“. Reciproca este: 
„Orice număr prim este indecompozabil“. Ambele enunțuri pot 
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fi reunite: termenii „număr prim“ și „număr indecompozabil“ 
inseamnă același lucru. 


Cititorul obișnuit cu diversele surprize ale aritmeticii nu va 
intreba oare: „de ce a fost necesar să se introducă doi termeni, 
dacă ei înseamnă același lucru?“ Desigur cititorul simte că aici 
se ascunde un „ce“. In adevăr, dacă există „aritmetici“ în care 
trei ori trei fac patru și 3:3=10, de ce să nu existe si o aritme- 
ică în care numerele prime să nu fie indecompozabi 
indecompozabile să nu fie prime ?... 


e, iar cele 


Este drept, o astfel de aritmetică pare imposibilă! În adevăr, 
tocmai lema al cărei sens consistă, în fond, în identificarea no- 
țiunilor de prim și indecompozabil ne-a permis să demonstrăm 
că descompunerea în factori primi a oricărui număr este unică. 
Să lie oare posibile „aritmetici“ în care același număr să se poată 
descompune în factori indecompozabili pe mai multe căi diferite, 
adică să aibă mai multe descompuneri canonice ? 


Este posibil! Există sisteme de numere în care descompune- 
rea în factori indecompozabili nu este unică, iar descompunerea 
in factori primi nu este întotdeauna posibilă. Tocmai existenţa 
acestor sisteme a dus la necesitatea de a distinge numerele prime 
de cele indecompozabile. Fără îndoială, sistemele de numere care 
au dus la stabilirea acestor noțiuni sînt foarte complicate și nu 
avem posibilitatea să ne ocupăm de ele aici, deși prezintă multă 
importanță pentru teoria numerelor. Vom considera însă un 
exemplu artificial, simplu, care ne va ajuta să ne orientăm în 
fondul problemei. 


Fie șirul tuturor numerelor pozitive pare, adică numerele: 
2 A 08 10, 12, 14,16; 18. 


Acest șir seamănă, prin multe dintre proprietăţile sale, cu șirul 
numerelor naturale. De exemplu se pot efectua întotdeauna adu- 
narea și înmulțirea acestor numere; aceasta înseamnă că suma 
și produsul a două sau a mai multe numere pare dau tot numere 
pare. Scăderea unui număr mai mic din unul mai mare este de 
asemenea întotdeauna posibilă. In sfirșit, împărțirea cu rest 
(scăderea consecutivă) este în totul analogă împărțirii cu rest 
obișnuită. 

In acest sistem unele numere au numai doi divizori (se con- 
sideră, bineînţeles, numai divizorii pari). 

Astfel sînt numerele 4, 6, 10, 14 etc., care se impart numai 
prin 2 și prin ele însele. Orice număr de forma 4n-+-2 (unde n 
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este un număr natural obișnuit) va avea numai doi divizori. Din 
punctul de vedere al sistemului considerat, numerele acestea var 
fi indecompozabile. Analog cu numărul | din șirul natural, pam 
rul 2 are aici doar un singur divizor (pe el însuşi). In siiryi, 
numerele 8, 12, 16 (în general, numerele de forma 41) au mat 
n divizori. AM 4 
Se Pietre analogia cu șirul natural este Sotia Dar ia 
departe încep nepotrivirile. Să considerăm numărul FAD a e 
sistem. El poate fi descompus în factori pe HOUA CA et al 
fiind indecompozabili din punctul de vedere al sistem ilui no u 
În adevăr, avem: 420=6:70 și 420 = 14 30. Numerele 6, | t, i 
si 70 sînt indecompozabile (nici unul dintre ele nu est rodus 
a două numere pare). Prin urmare sint posibile 


> numărului 420 în factori care nu mai 'sint 
compuneri ale numărului 120 în factori i 


O 


louă des- 


decompozabili. l p ESTN, 
Care numere vor juca rolul de numere prime in SIS erm 
nostru ? Nu este greu să ne dăm seama că acestea vor ti fiume 
rele de forma 2p, unde p este prim în sens obișnuit (din Pa 
de vedere al aritmeticii șirului numerelor naturale). In sistemi 
nostru orice număr prim va fi indecompozabil. Insă nu orice 


număr indecompozabil va fi prim. Numerele 30, (2, T e is 
indecompozabile, nu vor fi prime. Lema care Bre E aia 
fundamentală a aritmeticii nu este verilicata pentru ele. i sia 
am putut descompune un număr în iactori indecompozabili pe 
mai multe căi. n 
Acest sistem de. numere prezintă și un alt paradox : nu orice 
număr poate fi descompus în factori primi; deci nu sie ia 
va putea fi reprezentat ca produsul unor numere ` su sale 
unde p este un număr prim în sens obișnuit. Numărul 420, car 


poate fi descompus pe două căi în factori indecompozabili, nu 
poate îi descompus în factori primi. | e alei e aa 

Pentru a încheia capitolul consacrat ciurului lui Eratos sie 
vom spune citeva cuvinte despre încercările de a găsi o pnei 
generală care să dea numai numere prime pie e va e 
întregi ale mărimii n pe care o cuprinde. „Vinătoarea ome oo 
menea formule a început încă din antichitate și nu a fos non 
nată de succes nici pînă în prezent. Există diferite formule urea 
intervine o anumită mărime n şi care dau numere prime Bei 
diferite valori întregi ale lui n. Insă, pentru o anumită vă oar 
a lui n, toate „isi încetează funcțiunea“. De exemplu expresie 


A=n2—79n + 1 601 


dă numere prime pentru orice n mai mic decît 79. Pentru n=0 
obținem A=] 601, pentru n=1 avem A=1 523, pentru n=2 gă- 
sim A= 1 447, care sînt toate prime. In sfirsit pentru 1=39 obti- 


PRIR 
} H, tot un număr prim. Mai departe, pentru valori ale 
lui n cuprinse între 40 și 79, obținem aceleași valori ale lui A 
insă în ordine inversă: pentru n=40 avem A=41 entru 
n=/8 avem A= 1 523, pentru n=79 avem A= 1 601. Pentru 1180 
insă, formula „ace nazuri“ ! In acest caz obținem : | pi 


nem A=: 


A=802—79-80+1 601 =1681=412 
care nu este număr prim. 
lată un alt exemplu interesant !). Dacă în expresia 


2P+41 


N= — 
3 


Vom substitui în locul lui p diferitele numere prime impare pină 
la 31, valorile ] la 


a 91, valor Hi N vor îi și ele prime. Dăm mai departe tabela 
valorilor lui p și a valorilor corespunzătoare ale lui N. 
„_2P+1 i 
(Er tii. ra p | = 
3 | 17 43 691 
7 11 19 174761 
ii 43 23 2 796 203 
i : 683 29 178 956 771 
2731 pia 715 827 883 
Dentru p=37 far Hiza i 
Pentru p=37 formula „refuză să fur cționeze“ ; în acest caz 


ti Ab Atiag 
3 =49 612984 491, care nu este prim; acest 
număr se descompune i 


obținem N= 
n doi factori primi, și anume: 
45 812 984 491 = 1 777 - 25 781 083. 


La sfîrşitul capitolu 
lui Fermat, legată de „v 
prime. Fermat a crezu 
expresia 2” +1 este ur 


ui precedent am amintit celebra eroare a 
inătoarea de formule“, care să dea numere 
t că, pentru orice n întreg și nenegativ, 
e od MNAR d N ta prim. Dacă simțul matematic l-a 

a ce privește valabilitatea afirmației, el 


) Acest exemplu mi-a fost indicat de prof. A. F. Bermant 
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l-a condus totuși spre o problemă foarte importantă și interesantă. 
S-a constatat că dacă nu toate numerele de forma 22 +1 sînt 
prime, în schimb cele dintre ele care sînt prime se bucură de 
unele proprietăţi remarcabile. Am mai arătat că aceste numere 
au fost studiate de Euler, care a descoperit greșeala lui Fermat. 
insă cel mai interesant rezultat a fost obţinut de Gauss. El se 
leagă de o cunoscută problemă de geometrie : construcția unor 
poligoane regulate cu ajutorul riglei și al compasului. 

Oamenii din antichitate știau să construiască triunghiuri, 
patrulatere și pentagoane regulate. Folosind posibilitatea de a 
împărţi în două părţi egale orice unghi, se construiau cu uşurinţă 


2” laturi; de asemenea 


poligoane cu 8, 16 și, în general, cu 2 
poligoane cu 6, 12 şi, în general cu 2.3 laturi; cu 10, 20 și, în 
general, cu 2.5 laturi. Scăzînd dintr-o șesime de cerc o zecime 
de cerc, se obținea o cincisprezecime, adică se construiau poli- 
goane cu 15, cu 30, 60 şi, în general, cu 2" + 15 laturi. Însă toate 
încercările de a construi cu ajutorul riglei și al compasului un 
poligon regulat cu 7 sau cu 11 laturi s-au soldat prin eșecuri. 

Mai mult de două mii de ani toate încercările matematicieni- 
lor de a construi cu ajutorul riglei și al compasului poligoanele 
regulate pe care anticii nu știau să le construiască s-au terminat 
printr-un eșec. Abia în anul 1796, Gauss (pe atunci în vîrstă de 
19 ani) a găsit, spre surprinderea tuturor matematicienilor, un 
procedeu pentru construirea cu rigla și compasul a poligonului 
regulat cu 17 laturi, iar după cinci ani el a publicat soluţia pro- 
blemei poligoanelor regulate în forma ei generală. 


Gauss a demonstrat următoarea teoremă remarcabilă: cu 


_ajutorul riglei și al compasului se pol construi numai poligoa- 


nele regulate al căror număr de laturi este „un număr prim al 
lui Fermat“, adică un număr de forma 22 +1 (bineinteles, pen- 
tru valorile lui n, cărora le corespund în rezultat numere prime). 
De exemplu pentru n=2, obţinem poligonul regulat cu 17 laturi, 
pentru n=3, poligonul cu 257 laturi. Dacă numărul de laturi al 
poligonului regulat este prim, însă nu este un număr al lui 
Fermat, construirea lui cu rigla și compasul este imposibilă. Poli- 
goanele regulate cu 7, 11 și 13 laturi nu se pot construi cu aju- 
torul riglei şi al compasului, pe cînd cele cu 17 și cu 257 laturi 
se pot construi! 
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Insus 


a dato 


gonului 


laturi « 


ȘI se pe 


În se 


strează la 
dovedit a îi legată 
mn de on 
monument, al cărui 


poligon regulat cu 


si Gauss, care < 


lost dată de Riche 
gonul cu 65537 
către He 


laturi ¿ 
rmes (manuscr 
Gotti 


rezolvat problema în forma ei generală, 


metodă complet elaborată numai pentru construirea poli- 
cu 17 laturi. „Nun 
17 sînt 257 și 65537. Cons 


ue 


erele lui Fermat“ care urmează după 
trucția completă a poligonului cu 257 
ot (ea ocupă 80 de pagini), iar poli- 


» 


lost construit după metoda lui Gauss de 


ocupă o valiză destul de voluminoasă 
1). Prin urmare, teoria numerelor s-a 


i 
mai curios de geometrie. 


Pi 
| cel 


Gauss i s-a ridicat la Gottingen un 


destal are forma unei prisme cu baza un 


O I aa——— 4 5 


CAPITOLUL XII 


DES ORI RAR? 


xaminînd ciurul lui Eratostene, se observă că la 
inceput intervalele dintre numerele prime consecu- 
tive sînt mici, însă pe măsură ce înaintăm în şirul 
numerelor naturale ele devin, de regulă, din ce în ce 
mai mari, cu alte cuvinte numerele prime se întil- 
nesc din ce în ce mai rar (v. tabela din \nexă). Intre primele 
zece numere naturale găsim patru numere prime, în schimb între 
1 001 și 1010 nu există decît unul singur: 1 009. 


Euclid a demonstrat că există o infinitate de numere prime: 
oricît de departe am merge în șirul numerelor naturale, totdeauna 
vom găsi numere prime. Pe de altă parte, „insulele“ formate în 
intregime din numere neprime vor deveni, de regulă, „mai lungi“, 
numerele prime se vor întîlni din ce în ce mai rar. Care este 
legea distribuţiei numerelor prime? Cum să aflăm, 
de exemplu, cîte numere prime sînt cuprinse în intervalul dintre 
1000 000 și 10000000, fără a le număra direct? Aceasta este 
una dintre'cele mai dificile probleme și nu a fost rezolvată defi- 
nitiv pînă în prezent. Dificultatea problemelor legate de distri- 
buția numerelor prime a ajuns proverbială pentru matematicieni, 
ba chiar au auzit despre ea și nematematicienii. Pînă Și poeţii o 
amintesc; într-o celebră poezie, Valerii Briusov scrie: 

... Dar în fața lui Edip este taina Sfinxului : 
Numerele prime tot nu au fost aflate încă... 

Să studiem un exemplu care ne va permite să înțelegem pu- 

nerea problemei. Fie progresia geometrică infinită 


210048. 16,39 


PE A Ale A 


9 — Despre numere și studiul numerelor 
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unde fiecare număr este dublul celui precedent. Numărul terme- 
nilor este infinit. Cum se dispun aceste numere în raport cu șirul 
tuturor numerelor naturale ? Se vede usor că, la ri set ele „se 
așază“ foarte des: în intervalul de la 1 la 10 sînt patru dintre 
aceste numere (1, 2, 4, 8). Apoi din ce în ce mai rar. Astfel, în 
intervalul de la 30 la 40 este numai unul singur (32); în sfirsit, 
intervalul de la 1025 pînă la 2025 nu conține nici un număr 
al șirului nostru. Se arată ușor că, dacă mergem destul de de- 
parte in şirul natural, putem găsi un interval oricît de lung, 
„O insulă , care să nu conţină nici un termen al progresiei noastre. 


Aceasta are o mare asemănare cu proprietăţile numerelor 
prime. Dar există și o diferență esenţială. Legea de distribuţie a 
numerelor din șirul 1, 2, 4, 8, 16,..., în șirul numerelor naturale 
este foarte simplă. Putem scrie o formulă, cu ajutorul căreia să 
allăm numărul termenilor din acest șir, cuprinși între două nu- 
mere naturale arbitrare. În adevăr, numărul de termeni din șirul 
nostru care nu depășesc numărul N este egal cu caracteristica 
logaritmului în baza doi al numărului N, la care se adaugă o 
unitate (cititorul obișnuit cu logaritmii va efectua singur de- 
monstraţia). 


Dimpotrivă, legea de distribuţie a numerelor din şirul nume- 
relor prime 


este extrem de complicată: după un șir lung de numere neprime, 
poate urma un șir bogat în numere prime. De exemplu după inter- 
valul de 11 numere neprime 


998, 999, 1000, 1001, 1 002, 1 003, 1004, 1005, 1006, 1007, 1008, 
urmează intervalul 


1 009, 1010, 1011, 1012, 1013, 1014, 1015, 1016, 1017, 
1018, 1019, 


de asemenea din 11 numere, care conţine însă trei numere prime : 
1 009, 1013 și 1019. 

Am văzut că intervalele dintre numerele prime devin din ce 
în ce mai mari pentru a ajunge, în cele din urmă, oricît de lungi. 
Dar se întîlnesc iarăși, destul de departe, „aglomeraţii“ neaștep- 
tate de numere prime. De exemplu în vecinătatea lui 1000, după 
un şir de 11 numere neprime, urmează un altul tot de 11 numere, 
dintre care trei sînt prime. Așadar, la 22 de numere revin trei 
numere prime, adică peste 13%, ceea ce nu este chiar puțin! 
Există motive să credem că în șirul numerelor naturale se întil- 
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nesc, oricil de departe, perechi de numere prime vecine, despre 
care am vorbit și în capitolul precedent. De aceea existenţa unor 
imense „insule“ care nu cuprind numere prime nu ne ajută să 
ne facem o idee asupra frecvenței lor printre toate numerele nati 
rale. Şi totuși... 

. Şi totuși încă moer (1707— 178 h cel mai de seamă mate- 
matician al secolului al XVIII-lea !), era de părere că numerele 
prime apar „infinit mai rar decit numere le întregi“. Cum să înte- 
legem aceste cuvinte ale lui Euler? lată ce Ri ea tie au. Să 
considerăm un număr natural N, prim sau nepr . Fie 


2 pag Di 


toate numerele prime care nu depășesc pe V. (Dacă N este 
prim, atunci ultimul număr din acest șir va Îi N=p; în caz 
contrar p va fi un număr prim mai mic decit N). Să presu- 
punem că obținem în total n numere prime care nu depășesc pe N. 
De exemplu, considerăm N=10; atunci numerele prime mai mici 
decît 10 vor fi 2, 3, 5, 7, adică în total patru numere; deci n=4. 
Ci titorul se va convinge singur că pentru N=19, n=8; pentru 
N=30, n= 10 etc. 

Numărul n însuși nu ne oferă prea multe informaţii asupra 
problemei care ne interesează, însă raportul n/N caracterizează 
complet desimea sau, exprimat în limbaj științific, „densita- 
tea“ numerelor prime > print re cele naturale. In tabela următoare 
sint date unele valori ale lui N și valorile corespunzătoare pentri 


n și AAN. In ultima linie se indică raportul n/N în procente 

N | 10 100 1 000 | 100 000 1 000 000 | 1 000 000 000 

n 4 25 168 9 592 78 498 | 50 847 478 
| | 
n/N | 0,4 0,25 0,168 | 0,09592 | 0,078498 | 0,050 847 478 
| 

ÎN aaa 3 AE ESSR. Aai | LEET 
—— în 0/o 400/0 250/9 xX 170/0 | = 9,60 9 => 0/0 => 9/0 
N | | 


Se observă că „densitatea“ numerelor prime în sirul tuturor 
numerelor 1 aturale devine din ce în ce mai mică, dacă considerăm 
intervale numerice din ce în ce mai mari. 

Cuvintele lui Euler: „numerele prime apar infinit mai rar 
decît cele întregi“, trebuie înțelese astfel: dacă vom considera un 


1) Euler a trăit şi a lucrat peste 30 ani în Rusia, ca membru al Acade 
miei de Ştiinţe din Petersburg, 
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număr N foarte mare de numere naturale consecutive, atunci ra- 
portul n/N va fi un număr foarte mic; mai exact, dacă vom alege 
o valoare foarte mică pentru n/N, de exemplu o milionime, o mi- 
liardime etc., vom putea găsi întotdeauna un număr natural mare 
astfel încît, pentru toate numerele inferioare lui N raportul n/N 
să fie mai mic decit fracția mică dată. 

Euler nu a dat o demonstraţie pe deplin riguroasă pentru 
alirmaţia sa. Prima demonstraţie ireproşabilă a acestei teoreme 
se datorește matematicianului francez A. M. Legendre, care a 
publicat-o în 1798. 

Așadar, s-a stabilit doar că densitatea numerelor prime des- 
crește indefinit cînd crește numărul N. 

Matematicienii și-au pus următoarea problemă: să se calcu- 
leze n, cind N este dat. Cu alte cuvinte, se cere să 'se găsească o 
expresie analitică (o formulă) ce dă numărul de numere prime 
inferioare unui număr natural dat. 

Această problemă nu a putut fi rezolvată nici cu ajutorul apa- 
ratului matematic actual. De aceea a fost înlocuită prin alte două 
probleme: în primul rînd, s-a căutat o formulă pentru aflarea 
lui n dacă N este dat, însă astfel ca eroarea să fie cu atît mai 
mică cu cît N este mai mare (formula fiind aproximativă); în al 
doilea rînd, s-au căutat legile cărora li se supun abaterile acestei 
formule, de la legea adevărată a distribuţiei numerelor prime. 
Aceste două probleme au o vechime de un secol și jumătate și au 
preocupat pe cei mai buni matematicieni. 

Prima formulă simplă, care exprimă aproximativ numărul de 
numere prime mai mici decît un număr natural N dat, a fost obti- 
nută de Legendre; el a obținut-o „prin încercări“. Această for- 
mulă determină destul de bine pe n, pentru orice N mai mare 
decît 1000 și mai mic decît 400000 (în timpul lui Legendre tabe- 
lele de numere prime ajuftgeau numai pînă la N=400000; 
în prezent ciurul lui Eratostene a fost prelungit pină la N= 
= 9000 000). 

lată tormula lui Legendre: 

N 


n= -5330251g N—1,083 66 ? 


unde se ia, bineînțeles, partea întreagă a fracției supraunitare, 
care se obține pe baza acestei formule. Să considerăm tabela care 
dă valorile lui n, corespunzătoare diferitelor valori ale lui N, cal- 
culate după formula lui Legendre şi cele observate direct. 
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| 
N | 10 | 100 | 1.000 10 000 | 100 000 


n (după Legendre) | 8 28 171 | 1230 | 9587 
n (observat) 4 25 | 168 1 229 9 592 


Incepind cu N= 1 000, valorile observate ale lui n și cele cal- 
culate sînt foarte apropiate unele de altele, abaterile fiind atit 
de o parte, cît și de cealaltă: pentru unele valori ale lui N valoa- 
rea observată este cu puțin mai mare decît cea calculată, pentru 
alte valori ea este cu puțin mai mică. Valabilitatea formulei lui 
Legendre nu a putut îi demonstrată în formà generală nici de 
el, nici de alți matematicieni. 

Pe la jumătatea secolului trecut, interesul pentru problemele 
teoriei numerelor a crescut considerabil. Un rol important l-au 
jucat lucrările lui Lejeune-Dirichlet (1805—1859). Dirichlet s-a 
ocupat mai ales de analiza matematică (capitolele din matema- 
tică în care se studiază mărimile cu variaţie continuă: calculul 
diferențial, calculul integral etc.). Între altele însă el s-a preo- 
cupat și de teoria numerelor. Aplicînd în mod consecvent meto- 
dele analizei la teoria numerelor (în această consistă marele său 
merit), Dirichlet a obţinut o seamă de rezultate, interesante. Am 
mai arătat că el a demonstrat valabilitatea marii teoreme a lui 
Fermat pentru n=5 și n=14 şi că tot el a demonstrat existenţa 
unei infinităţi de numere prime în orice progresie aritmetică în 
care primul termen și rația sînt prime între ele. Tot el a obținut 
importante rezultate în teoria ecuațiilor nedeterminate de gradul 
al doilea. După inițiativa lui Dirichlet!), matematicienii din dife- 
rite ţări au început să aplice metodele analitice în studiul nume- 
relor naturale. 

Ținînd seama de ciurul lui Eratostene, matematicianul francez 
Bertrand a emis ipoteza că între orice număr și dublul său există 
cel puţin un număr prim. (Mai exact, dacă 2x > 7, atunci între 
x și 2x—2 există întotdeauna un număr prim.) Bertrand nu a 
putut demonstra această propoziţie, însă pe baza ei a demonstrat 
mai multe teoreme importante din aritmetică și din algebră. Ipo- 
teza că între numerele x și 2x (pentru x > 1) există cel puţin un 
număr prim a fost denumită de matematicieni „postulatul lui 


1) Dirichlet a fost primul care a aplicat sistematic metodele analizei 
matematice la studiul numerelor naturale. Anumite rezultate fuseseră obținute 
pe această cale și înainte, de către Euler şi Gauss. 
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Bertrand“ !). „Postulatul“ lui Bertrand a putut îi demonstrat de 
către Cebisev, în 1852. 

P. L. Cebişev (1821—1894) este considerat pe bună dreptate 
ca o mindrie a științei ruse. El a lucrat timp de o jumătate de 
secol în cele mai variate domenii ale matematicii, obţinînd pre- 
tutindeni rezultate remarcabile. Insă cel mai important lucru din 
activitatea sa este faptul că a pus probleme cu totul noi, care 
au atras repede atenția multor matematicieni și, în primul rînd, 
atenția elevilor săi. El a creat școala matematică rusă, ai cărei 
reprezentanți ocupă pînă astăzi un loc conducător în știință. 

Cebișev nu a reușit să găsească o formulă care să dea exaci 
valoarea „densităţii“ n/N pentru un N dat. Am mai spus că și 
astăzi, la o sută de ani după lucrările lui Cebisev din domeniul 
teoriei numerelor, această problemă se consideră irezolubilă (prin 
mijloacele științei actuale, bineînţeles ; este în afară de orice în- 
doială că știința viitorului va sti s-o rezolve). Insă Cebișev a 
demonstrat că, pentru valori foarte mari ale lui N, raportul n/N 
0,434 29... 
EN 
cu atit mai mare cu cît sînt mai mari valorile considerate ale 
lui N. Astfel de formule, valabile numai aproximativ, însă care 
dau o precizie cu atît mai mare cu cît sînt mai mari valorile 
mărimilor ce intervin în ele, se numesc formule asi m ptotice. 
Prin urmare, putem spune că Cebișev a dat o formulă asimptotică 
pentru densitatea distribuţiei numerelor prime. Tot el a obţinut 
o formulă asimptotică pentru calculul numărului n de numere 
prime care sint mai mici decît un număr N dat; deoarece în 
această formulă intervine semnul integrării, nu o vom da aici. 

Pe bună dreptate Cebişev este considerat creatorul legilor 
asimptotice de distribuţie a numerelor prime. El a avut un pre- 
decesor car a găsit pe cale pur empirică (prin examinarea mi- 
nuțioasă a ciurului lui Eratostene) aceleași formule, dar acest 
predecesor nu a putut să le demonstreze valabilitatea si nu le-a 
publicat. Este vorba de Gauss. 

După descoperirea formulelor asimptotice, s-a pus problema 
preciziei lor și a legilor care guvernează abaterile valorilor ob- 
servate ale numărului n, față de cele calculate după aceste for- 
mule. De aceste probleme s-au ocupat Cebișev, Hadamard și 
Landau, iar în ultimul timp matematicienii englezi Hardy și Litt- 
lewood. Problema abaterilor de la formulele lui Cebișev s-a dove- 
dit a fi extrem de dificilă. Dar și aici s-au obținut unele rezultate. 


diferă foarte puţin de mărimea , precizia formulei fiind 


t) Cuvintul latin „postulatum“ înseamnă „cerere“. In manualele vechi. 
enunţul axiomelor începea de obicei cu formularea „vom cere ca...“, 
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In tabela de mai jos, în prima linie sînt date valorile nume- 
relor naturale, notate cu litera N, în a doua, valorile lui n cores- 
punzătoare, calculate după formula lui Cebișev și notate cu 
litera A; în sfîrșit, în linia a treia sînt date valorile exacte ale 
lui n. 


5101100] 1000 | 10.000 | 100 000 | 1 000 009 | 10 000 000| 100 000 000 | 


| 
ti | SA 
A 14 6| 29 


178| 1246 9 630 78 623 664 918 | 5 762 209 


ze | 
n | 113| 4| 25 | 163| 1229 9 592 78 498 664 579 | 5 761 455 
| | | 


Se observă că diferența dintre A și n crește odată cu creșterea 
lui N, însă raportul dintre această diferență și N scade repede. 
De exemplu pentru M= 1000, avem 


A—n= 178—168= 10 
(10 reprezintă 1/10% din 1000), iar pentru N= 1 000 000 
A—n = 78 628—78 498 = 130 


(mai mare decit pentru N=1 000). Insă, în raport cu milionul 
de numere considerate, 130 reprezintă doar 0,013%, adică apro- 
ximativ de opt ori mai puţin decit în cazul N= 1 000. Prin urmare, 
acest raport caracterizează calitatea unei relaţii aproximative. 
Se vede că pentru formula lui Cebișev acest raport este mic; 
prin urmare, formula este bună: cu cît sint mai mari numerele 
considerate, cu atit formula dă rezultate mai bune (lege asimp- 
totică). 

Pe de altă parte, observăm că A este totdeauna mai mare 
decit n, ceea ce este valabil nu numai pentru numerele cuprinse 
în tabela noastră, ci și pentru orice N căruia îi corespunde un A 
și un n. Era firesc să se creadă că formula lui Cebișev dă 
intotdeauna un rezultat întrucîtva „mărit“. Pînă în 1914 
s-au făcut numeroase încercări de a demonstra această afirmaţie, 
adică de a demonstra că An pentru N arbitrar. Însă, în 1914, 
Littlewood a arătat că există numere (valori ale lui N), pentru 
care n trebuie în mod necesar să fie mai mare decit A; pentru 
valori și mai mari ale lui N vom întîlni atît valori ale lui N pen- 
tru care A>n, cît şi valori pentru care n > A. Cu alte cuvinte, 
abaterile de la formula lui Cebisev vor fi nu numai infime, ci 
vor avea totodată și un caracter complet întimplător, oscilînd 
în jurul valorilor reale. 
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Care este cel mai mic număr natural pentru care formula lui 
Cebișev dă un rezultat mai mic decît cel real? Mater aticianul 
Hardy, colaborator al lui Littlewood, a arătat că acest număr 
este enorm de mare; el a putut să precizeze că este mai mic 
decit 107%. Se părea că va îi imposibil să ne apropiem de acest 
număr. Abia recent, în 1933, matematicianul englez Skews a reu- 
şit să demonstreze că (dacă se face anumite ipoteze suplemen- 
tare) se poate evalua numărul pentru care formula lui Cebisev 
dă primul număr din şirul numerelor naturale mai mic decît cel 


i y S 34 
real. Acest număr este aproximativ egal cu 101019 
Numărul lui Skews este considerabil mai mare decit toate 


numerele gigante menţionate pină acum și poate fi considerat 
[« 


în acest sens, drept un „număr record“. Numărul 9%, despre care 
a fost vorba în primul capitol, și chiar numărul imens 108- 1016. 
din „Psammit“, sînt foarte foarte mici în comparaţie cu gigan- 
tul lui Skews. 


yy 


CAPITOLUL XIII 
PROBLEMA LUI GOLDBACH 


n capitolul precedent am analizat problema distri- 
buţiei numerelor prime printre toate numerele na- 
turale. Am constatat că numerele prime apar 
relativ des la începutul șirului numerelor naturale 
și devin apoi din ce în ce mai rare, adică inter- 
valele dintre ele se măresc. În aceste intervale există numere 
care sînt suma a două numere prime. lată de exemplu numerele 
pînă la zece: | (nu intră în consideraţie); 2 (prim); 3 (prim); 
4 (2+2, suma a două numere prime); 5 (prim); 6 (3+3, suma 
a două numere prime); 7 (prim); 8 (3+5, suma a două numere 
prime); 9 (2+7, suma a două numere prime); 10 (3+7, suma 
a două numere prime). Prin urmare, toate numerele pînă la 10 
sînt sau prime sau sumă a două numere prime. Însă 27, de 
exemplu, nu mai poate îi reprezentat sub forma unei sume de 
două numere prime, ci ca o sumă a trei numere prime: 27=3 
+11+13. Pentru ce număr natural nu vor mai fi suficiente trei 
numere prime? Care este numărul minim format din cel puţin 
patru, cinci etc. numere prime ? 

Astfel de probleme pot fi extinse. Matematicienii se intere- 
sează de multă vreme de felul în care se poate scrie un număr 
ca sumă a mai multor pătrate. Dacă acest lucru este posibil, 
atunci în cîte moduri se realizează descompunerea respectivă ? 
Aceleași probleme se pot pune și la descompunerea unui număr 
intr-o sumă de cuburi etc. Apare astiel un domeniu special al 
teoriei numerelor, în care locul divizorilor și al factorilor este 
luat de termeni și sume. Acest domeniu se numește teoria 
aditivă a numerelor, denumire care vine de la cuvîntul 
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latinesc „additio“ (adunare). În ceea ce privește partea din teo- 
ria numerelor care se ocupă cu factori și divizori (teoria divizibi- 
lităţii etc.), ea se numește teoria multiplicativă a nu- 
merelor (de la cuvîntul latinesc „multiplicatio“ care înseamnă 
înmulțire). 

Să revenim la problema reprezentării oricărui număr sub 
forma unei sume de mai multe numere prime. Ea a preocupat 
acum mai bine de 200 de ani pe Chr. Goldbach, membru al Aca- 
demiei de Științe din Petersburg. Goldbach a considerat foarte 
multe numere, încercînd să le descompună într-o sumă de nu- 
mere prime şi a ajuns la convingerea că trei termeni sînt tot- 
deauna suficienți. Deoarece nu a putut să demonstreze această 
propoziție, el i-a scris prietenului său Euler, cu care era în 
corespondență de aproape 15 ani și care se afla atunci în culmea 
gloriei. Intr-o scrisoare din 7 iunie 1742, Goldbach îi comunica 
lui Euler că îndrăznește să enunțe următoarea ipoteză: „orice 
Număr mai mare decît cinci este suma a trei numere prime“. 
Euler i-a răspuns că el consideră perfect adevărată teorema care 
spune că : orice număr par este suma a două numere prime. De 
alcı, ca o consecință simplă, se obţine afirmaţia lui Goldbach 
(cititorul va răspunde de ce). De altfel nici Euler nu a dat o 
demonstraţie. 
i Așadar, s-a pus următoarea problemă (numită problema 
lui Goldbach): să se demonstreze sau să se infirme pro- 
poziţia „orice număr mai mare decit unitatea este suma a cel 
mult trei numere prime“. Nici contemporanii lui Goldbach și 
Euler, nici chiar matematicienii din secolul trecut, nu au putut 
să rezolveproblema. G. Cantor, unul dintre cei mai originali 
matematicieni ai secolului trecut, a avut răbdarea să încerce 
toate numerele pare de la 2 pînă la 1000, iar Aubry de la 1000 
pînă la 2000; ei s-au convins că între aceste limite orice număr 
par este suma a două numere prime. În 1911, E. Melet a arătat 
că majoritatea covirșitoare a numerelor pare cuprinse între 4 și 
9000 000 sînt sume a cîte două numere prime; numărul excep- 
țiilor nu poate fi mai mare de patrusprezece (deci, pentru 
4499 986 de numere pare, afirmaţia lui Goldbach este cu sigu- 
ranță adevărată). În sfirșit, la începutul secolului al XX-lea ali 
apărut mai multe lucrări care încercau să traseze căile pentru 
rezolvarea acestei probleme sau să o lege de alte probleme ale 
matematicii. Insă demonstrarea ei riguroasă a rămas tot în sus- 


138 


pensie. În 1912 E. Landau a emis ipoteza că această problemă 
nu se poate rezolva cu mijloacele „actuale“ ale matematicii !... 

În 1923 matematicienii englezi Hardy și Littlewood au realizat 
un oarecare progres în încercările de a găsi o soluție problemei 
lui Goldbach. Ei au reușit să lege problema lui Goldbach de una 
dintre cele mai dificile și mai interesante probleme ale teoriei 
funcţiilor analitice (un capitol special din matematica supe- 
rioară). Nici această problemă nu este rezolvată, nu este dusă 
pînă la capăt, însă legătura descoperită între aceste două ramuri 
ale științei, în aparenţă de naturi diferite, s-a dovedit fecundă și 
a dus la o serie de descoperiri. 

O cotitură hotăritoare s-a produs în 1930. Marele matemati- 
cian sovietic L. G. S$nirelman (1905—1938) a reușit să modifice 
astfel problema, încît a rezolvat-o prin mijloace inventate tot de 
el. Anume, constatind că încercările anterioare de a o demonstra 
sub forma iniţială nu au dat rezultate, Șnirelman „a slăbit“, cum 
spun matematicienii, condiţiile problemei lui Goldbach, ceea ce 
a dus la o problemă înrudită, considerabil mai simplă. Goldbach 
cerea să se demonstreze că orice număr natural este suma a cel 
mult trei numere prime. Se poate cere ca orice număr natural 
să fie suma a cel mult patru, cinci,..., o sută de numere prime. 
Evident, aceste condiţii sînt mai slabe decit cele ale lui Gold- 
bach; în adevăr, un număr care se descompune într-o sută de 
numere prime ar putea să nu se descompună într-o sumă de trei. 

In sfîrşit, se poate pune problema cum a procedat Șnirelman : 
există oare un număr întreg pe deplin determinat, însă necunos- 
cut (il vom nota cu litera C), astjel încit orice număr natural să 
poată fi reprezentat sub forma a cel mult C termeni primi? 

Cu alte cuvinte, oricare ar îi numărul natural N, se poate 
scrie totdeauna 

N=pitp2+P3+.--+Pa 


inde pi, P2,.--, Pa sînt numere prime, iar n este cu siguranță mai 
mic decît C (cel mult egal cu el). Dacă se va putea demonstra 
că C=3, afirmația lui Goldbach va îi demonstrată. Şnirelman a 
reușit să demonstreze complet această teoremă „atenuată“. Nu- 
mărul C, deocamdată necunoscut, se numește, de atunci, „numă- 
rul lui Șnirelman“ sau „constanta lui Șnirelman“. Așadar, afir- 
maţia lui Goldbach poate îi enunțată şi astfel: „constanta lui 
Șnirelman este egală cu trei“. Insă aceasta este prea puțin. 
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Analiza cea mai exactă a metodei lui Snirelman, efectuată de 
alți matematicieni (Romanov, Landau, Heilborn, Ricii), a permis 
să se obțină o evaluare a constantei lui Snirelman ; foarte mare 
la început, ea a fost redusă treptat pînă la 67. 

Desigur de aici mai este foarte mult pînă la numărul 3 al 
lui Goldbach. Important este însă că aceasta s-a demonstrat pen- 
tru numere arbitrare, oricit ar fi de mari. Despre un număr 
oarecare, cum ar Îi de exemplu 


835 042 000 000 000 000 000 000 000, 


sau vechea noastră cunoștință 9%, pentru a cărui scriere sînt 
necesare 30 de volume, putem afirma în egală măsură că 67 de 
termeni primi sînt suficienți pentru a-l reprezenta. Chiar gigantul 
1010%% a] lui Skews poate fi reprezentat, pe baza demonstraţiei 
lui $nirelman, sub forma unei sume de cel mult 67 numere prime 
(unii dintre acești termeni vor fi și ei imens de mari, mult mai 
mari decit 99), Prin urmare, rezultatul lui Șnirelman este o rea- 
lizare uriașă. Principalul este că s-au deschis căi noi, s-au des- 
coperit noi posibilități pentru a aborda rezolvarea unei vechi 
probleme. Așadar, se puteau aștepta și rezultate noi. Așa s-a 
intimplat în realitate. 

In 1937, academicianul |. M. Vinogradov, Erou al Muncii 
Socialiste și Laureat al Premiului Stalin, încă pe atunci celebru 
în lumea întreagă prin lucrările sale din domeniul teoriei aditive 
a numerelor, a rezolvat aproape complet problema lui Goldbach 
care fusese considerată cu puţin înainte ca inaccesibilă. 

Rezultatul obținut de I. M. Vinogradov poate îi enunțat ast- 
fel: pentru toate numerele impare, destul de mari, problema lui 
Goldbach este complet rezolvată. Sau altă formulare: constanta 
lui Șnirelman pentru numere impare destul de mari nu este mai 
mare decit 3. 

De ce nu poate fi considerată soluţia lui I. M. Vinogradov ca 
soluție completă, definitivă, a problemei lui Goldbach? De ce 
am afirmat că el a rezolvat „aproape“ complet această problemă ? 
Am văzut că Euler și Goldbach au afirmat că orice număr par 
este suma a două numere prime (aceasta s-a confirmat experi- 
mental pentru numere relativ mici). De aici rezultase, ca o con- 
secință, că orice număr impar este suma a cel mult trei numere 
prime. Vinogradov a demonstrat ultima afirmaţie despre nume- 
rele impare ; de aici urmează imediat că pentru orice număr par 
sînt suficienți patru termeni primi (numere prime). Rămîne însă 
deschisă problema dacă sînt suficienți doi termeni. In afară de 


> 


[i 


140 


aceasta, după Vinogradov, atirmaţia lui Goldbach este valabilă 
pentru toate numerele impare destul de mari, adică începînd cu 
un număr mare rămas citva timp necunoscut. 

În 1939 acest număr a fost calculat de către tînărul matema- 
tician sovietic K. G. Borozdkin: 


41,96 
et 
e , 


unde numărul e este baza logaritmilor naturali (e=2,7182...). 
Trebuia să se micșoreze considerabil numărul găsit de K. G. Bo- 
rozdkin, după care să se verifice direct toate numerele mai mici. 
Această lucrare a fost efectuată de Cantor și de Aubry, însă 
numai pentru numerele pînă la 2000. 

Am insistat asupra problemei lui Goldbach pentru că este 
foarte interesantă din diferite puncte de vedere şi pentru că 
știința rusă are dreptul să se mindrească cu ea. Această pro- 
blemă îi aparține matematicianului Goldbach; primul progres, în 
rezolvarea ei se datorește lui L. G. Şnirelman, iar soluția ei a 
fost obținută de academicianul I. M. Vinogradov. 
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Tabela numerelor prime mai mici decit 6 000 
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